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ETiK BEYANI

Tez Yazim Kurallarina uygun olarak hazirladigim bu tez calismasinda; tez iginde
sundugum verileri, bilgileri ve dokiimanlar1 akademik ve etik kurallar ¢ercevesinde elde
ettigimi, tim bilgi, belge, degerlendirme ve sonuglar bilimsel etik ve ahlak kurallarina
uygun olarak sundugumu, tez ¢alismasinda yararlandigim eserlerin tiimiine uygun atifta
bulunarak kaynak gosterdigimi, kullanilan verilerde herhangi bir degisiklik yapmadigimi,
bu tezde sundugum calismanin 6zglin oldugunu, bildirir, aksi bir durumda aleyhime

dogabilecek tiim hak kayiplarin1 kabullendigimi beyan ederim.
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OZET

YUKSEK LiSANS TEZIi

EQUI-ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

SEVIL DAGDEVIREN

SINOP UNIVERSITESI LISANSUSTU EGITIM ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI )
DANISMAN: PROF. DR. SEVDA AKDAG

Bu tez ii¢ boliimden olusmaktadir. ilk béliim giris kismima ayrilmistir. ikinci béliim ise temel
tanim ve teoremlerin yer aldigi kismi olusturmaktadir. Bu boliimde ilk olarak, yogunluk kavrami
temel alinarak istatistiksel yakinsaklik tanimlanmis ardindan alisilmis diizgiin yakinsaklik ile
istatistiksel diizgiin yakinsaklig1 iceren equi-istatistiksel yakinsaklik kavrami tanimlanmustir.
Ayrica bu kavramlar kullanilarak Korovkin tipi yaklasim teoremleri verilmistir. Daha sonra,
lacunary istatistiksel yakinsaklik ve A-istatistiksel yakinsaklik kavramlarina yer verilmis, bu
tanimlar temel alinarak lacunary equi-istatistiksel yakinsaklik ve A-equi istatistiksel yakinsaklik
tamitilarak bu kavramlar yardimi ile Korovkin tipi teoremler verilmistir. Ugiincii boliimde ise Abel
ve Borel toplanabilme yontemlerini i¢eren kuvvet serisi metodu tanitilmis ardindan kuvvet serisi
metodu anlaminda istatistiksel yakinsaklik tanitilarak bu kavramin istatistiksel yakinsaklik ile
karsilagtirllamayacagi orneklerle agiklanmistir. Ayrica fonksiyon dizileri i¢in kuvvet serisi
metodu anlaminda istatistiksel noktasal yakinsaklik, istatistiksel diizgiin yakinsaklik ve equi-
istatistiksel yakinsaklik kavramlari tanitilmistir. Daha sonra kuvvet serisi metodu anlaminda equi-
istatistiksel yakinsaklik kavrami yardimiyla Korovkin tipi yaklagim teoremi elde edilmistir.
Bunun yani sira siireklilik modulii yardimiyla elde edilen B,-equi istatistiksel yakinsama orani
verilmis ve son olarak kuvvet serisi metodu anlaminda equi-istatistiksel yakinsaklik kullanilarak
bir Voronovskaya tipi yaklagim teoremi elde edilmistir.

ANAHTAR KELIMELER:istatistiksel Yakinsaklik; Lacunary Istatistiksel Yakinsaklik; Equi-
Istatistiksel Yakisaklik, Pozitif Lineer Operatdr; Korovkin Tipi
Yaklasim Teoremi; Kuvvet Serisi Metodu Anlaminda Equi-
Istatistiksel Yakinsaklik

Temmuz 2025, 61 Sayfa

v



ABSTRACT

MSC THESIS

EQUI-STATISTICAL CONVERGENCE

SEVIL DAGDEVIREN

SINOP UNIVERSITY INSTITUTE OF GRADUATE PROGRAMS

DEPARTMENT OF MATHEMATICS
SUPERVISOR: PROF. DR. SEVDA AKDAG

This thesis consists of three chapters. The first chapter is devoted to the introduction. The second
chapter constitutes the part where the fundamental definitions and theorems are presented. In this
chapter, firstly, statistical convergence is defined based on the concept of density, and then the
concept of equi-statistical convergence, which includes the classical uniform convergence and
statistical uniform convergence, is defined. Furthermore, Korovkin-type approximation theorems
are given using these concepts. Afterwards, the concepts of lacunary statistical convergence and
A-statistical convergence are included, and based on these definitions, lacunary equi-statistical
convergence and A-equi-statistical convergence are introduced, and Korovkin-type theorems are
given with the help of these concepts. In the third chapter, the power series method, which
includes the Abel and Borel summability methods, is introduced and then statistical convergence
in the sense of the power series method is defined, and it is explained with examples that this
concept cannot be compared with statistical convergence. In addition, for sequences of functions,
the concepts of statistical pointwise convergence, statistical uniform convergence, and equi-
statistical convergence in the sense of the power series method are introduced. Afterwards, a
Korovkin-type approximation theorem is obtained by means of the concept of equi-statistical
convergence in the sense of the power series method. Moreover, the rate of F,-equi-statistical
convergence is obtained via the modulus of continuity is given, and finally, a Voronovskaya-type
approximation theorem obtained using equi-statistical convergence in the sense of the power
series method.

KEYWORDS:Statistical Convergence; Lacunary Statistical Convergence; Equi-Statistical
Convergence; Positive Linear Operator; Korovkin Type Approximation
Theorem; Equi-Statistical Convergence in the Sense of the Power Series Method
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Simgeler

R : Reel sayilar kiimesi

N : Dogal sayilar kiimesi

|A] : A kiimesinin eleman sayisi

6 : Yogunluk fonksiyonu

c : Yakinsak diziler uzay1

S : Istatistiksel yakinsak diziler uzay1

So : Lacunary istatistiksel yakinsak diziler uzay1

C(X) : X lizerinde taniml tiim siirekli fonksiyonlarin uzay1
B(X) : X lizerinde taniml1 tiim sinirl fonksiyonlarin uzay1
Il e : C(X) uzaymnn aligilmig supremum normu

D(T) : T operatdriiniin tanim kiimesi

R(T) : T operatdriiniin deger kiimesi

Xk . K kiimesinin karakteristik fonksiyonu

|oy | : Kuvvetli Cesaro toplanabilir diziler uzayi

[x] : x sayisinin tam deger fonksiyonu

Sa : A-istatistiksel yakinsak diziler uzay1

w(f,98) : f fonksiyonunun siireklilik modiilii

Se : Equi-istatistiksel yakinsak fonksiyon dizilerinin uzay1
s2 : A-equi istatistiksel yakinsak fonksiyon dizilerinin uzay1
loo : Sinirh dizilerin uzay1

) P, : Kuvvet serisi yontemi anlaminda yogunluk fonksiyonu

viil



1. GIRiS

Istatistiksel yakinsaklik kavrami, 1951 yilinda Fast ve Steinhaus tarafindan reel say1
dizileri i¢in tanimlanarak, klasik yakinsaklik kavraminin 6nemli bir genellemesi olarak
matematik literatiiriine kazandirilmigtir. Bu kavram, Toplanabilme Teorisi (Schoenberg,
1959; Fridy, 1985), Fonksiyonel Analiz (Connor, 1988, 1989; Demirci ve Orhan, 1999)
ve Olgii Teorisi (Miller, 1995; Miller ve Orhan, 2001) gibi pek ¢ok alanda genis uygulama
alan1 bulmus, o6zellikle Gadjiev ve Orhan (2002) tarafindan Korovkin tipi yaklasim
teoremlerine uyarlanarak yeni ve giiclii sonuglarin elde edilmesine olanak saglamistir.
Korovkin (1960) tarafindan ortaya konan klasik yaklagim teoremi, Gadjiev ve Orhan’in
istatistiksel yakinsaklik yardimiyla yaptig1 genellemeler sayesinde fonksiyon dizilerinin

yaklagim giicii anlaminda farkli uzaylara uygulanabilir hale gelmistir.

Istatistiksel diizgiin yakinsaklik ve istatistiksel noktasal yakinsaklik kavramlari, Duman
ve Orhan (2004) tarafindan fonksiyon dizileri iizerinde detayli bicimde incelenmistir.
Ayrica, Balcerzak, Dems ve Komisarski (2007) tarafindan tanimlanan equi-istatistiksel
yakinsaklik kavrami, alisilmis diizgilin yakinsaklik ve istatistiksel diizgiin yakinsakliktan
daha giiclii bir yakinsama bi¢imi olarak 6n plana ¢ikmis ve Karakus, Demirci ve Duman
(2008) tarafindan Korovkin tipi teoremlere uygulanmistir. 1992 yilinda Fridy ve Orhan
lacunary istatistiksel yakinsaklik kavramini tanitmis, daha sonra Aktuglu ve Gezer (2009)
tarafindan lacunary equi-istatistiksel yakinsaklik kavrami tanimlanmis ve bu yeni

kavramin Korovkin tipi teoremler i¢in gii¢lii sonuglar verdigi ispat edilmistir.

Ote yandan, Mursaleen (2000) tarafindan verilen A- istatistiksel yakinsaklik kavramu,
Srivastava, Mursaleen ve Khan (2012) tarafindan fonksiyon dizileri i¢in A- equi
istatistiksel yakinsaklik kavramina genisletilmistir. Yine Srivastava ve arkadaslari, A-
equi istatistiksel yakinsaklik yardimiyla Korovkin tipi yaklasim teoremlerini

genelleyerek, bu kavramin gii¢lii yapisini ortaya koymuslardir.

Son yillarda, istatistiksel yakinsaklik kuvvet serisi yontemi ile birlikte ele alinmaya
baslanmistir. Kuvvet serisi yontemi, ayn1 zamanda Abel ve Borel gibi klasik toplanabilme
yontemlerini de kapsayan bir yapiya sahiptir. Unver ve Orhan (2019), bu yontemi
kullanarak istatistiksel yakinsaklik tizerine yeni bir yaklasim gelistirmisler ve istatistiksel
yakinsaklik ile karsilagtirillamayan kuvvet serisi metodu anlaminda istatistiksel

yakinsaklik kavramini tanimlamislardir.



Bu tez calismasinda Oncelikle kuvvet serisi metodu anlaminda istatistiksel noktasal
yakinsaklik, istatistiksel diizglin yakinsaklik ve equi-istatistiksel yakinsaklik kavramlari
tanmitilacak, ardindan kuvvet serisi metodu anlaminda equi-istatistiksel yakinsaklik
kavraminin diger iki yakinsaklik kavrami arasinda kaldig1 gosterilecektir. Ayrica kuvvet
serisi metodu anlaminda equi-istatistiksel yakinsaklik kavrami kullanilarak Korovkin tipi
teorem verilecek ve daha gii¢lii sonuclar elde edildigi 6rneklerle gosterilecektir. Daha
sonra siireklilik modiilii kullanilarak pozitif lineer operatdrlerin dizisi i¢in kuvvet serisi
metodu anlaminda equi-istatistiksel yakinsama orani verilecektir. Son olarak verilen
pozitif lineer operatdrlerin bir dizisi i¢in bu kavram yardimi ile Voronovskaya tipi sonug

elde edilecektir.



2. GENEL BIiLGILER

Bu boliimde tez boyunca kullanilacak olan genel bilgiler yer alacaktir.
2.1. Istatistiksel Yakinsakhk
N dogal sayilar kiimesinin bir alt kiimesi A ve A, = {k < n:k € A} olsun. Ayrica 4,

kiimesinin eleman sayisi |A,,| ile gosterilsin.

2.1.1. Tammm: N dogal sayilar kiimesinin bir A alt kiimesi i¢in

. Al
lim —

n-o N

limiti varsa , bu limit degerine A kiimesinin yogunlugu (veya dogal yogunlugu) denir ve

6 (A) ile gosterilir (Niven ve Zuckerman, 1980).
Yogunluk tanimi i¢in bir bagka karakterizasyon su sekilde verilmistir.

(a))ney pozitif tamsayilarin artan bir dizisi ve A = {a,;: n € N} olmak tizere §(A)

mevcut ise

5(4) = lim —

n—oo aTl
seklinde olur (Niven veZuckerman, 1980).

Simdi yukarida ifade edilen yogunluk tanimlarindan yararlanilarak bazi kiimelerin

yogunluklar1 incelenecektir.

2.1.2. Ornek: 4,, = {k < n:k = 2m, m € N} olmak iizere, A kiimesinin yogunlugu

A k<n:k=2mmeN
§(A) = lim Anl _ g )
n-oo N n—oo n
seklindedir. Bu takdirde,
n—1
|4, oot n tek ise,
n “n o s
Y ft )
o n cift ise
olup, buradan
y An| n—1_1_ n o
nl—IEo n nowo 2n nl—r>rc}02n_2



elde edilir. Boylece §(A4) = % olur.

O halde benzer sekilde (N) = 1,§({2n + 1:n € N}) = %, §({n*:n € N}) = 0 oldugu

kolaylikla goriilebilir. Ek olarak asal sayilar kiimesinin ve dogal sayilarin her bir sonlu alt
kiimesinin de sifir yogunluklu oldugu sdylenebilir. Ayrica bir A kiimesi yogunluga sahip
ise S(N\A)=1—-6(A) olup, §(@) =0 ve A € Bise 6(A) < §(B) saglanir (Niven
Zuckerman,1980; Freedman ve Sember, 1981).

2.1.3. Tammm: x = (xy,) reel ya da kompleks terimli bir dizi olsun. Eger her € > 0 i¢in
6({k € N: |x;, — L| = €})=0
yani,

ks - Ll =€}
lim =0

n—oo n

olacak sekilde bir L sayist varsa x = (x;) dizisi bu L sayisina istatistiksel yakinsaktir

denir ve st — lim x = L veya x;, — L(S) ile gosterilir (Fast, 1951; Steinhaus, 1951).

Tanim g6z oniinde bulundurularak bir x dizisi bir L sayisina istatistiksel yakinsak ise L
sayisinin herhangi bir € komsulugunda diziye ait sonsuz ¢oklukta terim bulunurken bu
komsulugun disinda da indis kiimesinin yogunlugu sifir olmak kosulu ile yine diziye ait
sonsuz coklukta terim bulunabilecegi goriiliir. Ayrica detaylar1 asagidaki teoremden
goriilecegi gibi yakinsak her dizi aym1 zamanda istatistiksel yakinsaktir. Bdylece

istatistiksel yakinsakligin alisilmis anlamdaki yakinsakliktan daha genel oldugu goriiliir.
2.1.4. Teorem: Yakinsak her dizi istatistiksel yakinsaktir.

Ispat: x = (x;) dizisi bir L sayisma yakinsak olsun. O halde yakinsaklik tanimi

geregince Ve > 0 sayisi verildiginde 3n, € N 6yle ki Vk = ny oldugunda |x;, — L| < ¢
olur. Bu durumda Ve > 0 i¢in

{k <n:|x, — L| =&} < "

0 < lim lim—=20
olup buradan
k< nilx = LI €
lim =0
n—oo n

elde edilir.



O halde yakinsak diziler uzay1 c ve istatistiksel yakinsak diziler uzay1 da S ile gosterilirse
2.1.4. Teorem geregince ¢ € S oldugu goriiliir. Fakat bu teoremin karsit1 her zaman dogru

olmak zorunda degildir. Bu asagidaki 6rnek ile goriilmektedir.
2.1.5. Ornek: x = (x;,) dizisinin genel terimi

k+2 k=m?

= ! ’ = 1,2,3

Xk { 0, k=m? m
olacak sekilde tanimlanirsa x;, = (3,0,0,6,0,0,0,0,11,0, ...) olacagindan Ve > 0 i¢in

k<n:|x,—0]|>¢ k<nx,=k+?2
o< SR -01Zl_ kS nx ]

~ lim |{k < n:k =m? m € N}|

n—oo n

n
< lim£=0
n-o N

olup boylece st —lim x = 0 elde edilir. Fakat goriiliyor ki x = (x;) dizisinin alt
dizilerinin biri 1raksak digeri de sifira yakinsaktir. Bu durumda dizi alisilmig anlamda

yakinsak degildir.

Istatistiksel yakinsaklik kavrami igin siklikla kullanilacak olan bir karakterizasyon

asagida verilmistir.

2.1.6. Teorem: x = (x;,) dizisinin bir L sayisina istatistiksel yakinsak olmasi igin gerek

ve yeter kosul §({n;:k € N}) =1 ve lillcn Xn, = L olacak sekilde El(xnk) alt dizisinin
var olmasidir (Salat, 1980; Fridy, 1985; Connor, 1989).

2.1.7. Ornek: x = (x;) dizisinin genel terimi,

— 2
xk={1' fe=m’, m=123..

0, k=#m?
seklinde tanimlansin. Dogal sayilarin bir alt kiimesi olan tam karelerin kiimesi sifir
yogunluga sahip oldugundan bu kiimenin tiimleyeni 1 yogunluga sahiptir. Ayn1 zamanda
dizi 1 yogunluklu indis kiimesi iizerinde 0 sayisina alisilmig anlamda yakinsak

oldugundan 2.1.6. Teorem geregince, st — limx = 0 olur.

Ayrica 2.1.5. Ornek’te verilen dizi smirsiz rraksak ve 2.1.7. Ornek’te verilen dizi sinirl

raksak olmalarina ragmen istatistiksel yakinsaktir. Bu durum bize gosteriyor ki yakinsak



her dizi sinirli olmasina ragmen istatististiksel yakinsak her dizi sinirli olmak zorunda
degildir.
Alisilmis anlamda yakinsak iki dizinin toplaminin ve bir skaler ile carpiminin yakinsak

oldugunu biliyoruz. Asagidaki teoremle istatistiksel yakinsak diziler icin de bu

ozelliklerin saglandig1 goriilebilir.

2.1.8. Teorem: st —limx = L; ve st —lim y = L, ve aeR olsun. Bu durumda
(i) st—lim(x+y)=1L; +L,,

(i) st —lim(ax) = alL4,

olur (Fast, 1951).
2.2. Equi-Istatistiksel Yakinsaklik

Bu boliimde fonksiyon dizileri i¢in istatistiksel noktasal yakinsaklik, istatistiksel diizgiin
yakinsaklik ve equi-istatistiksel yakinsaklik kavramlari tanitilacaktir. Bu kavramlar

verilmeden Once iizerinde ¢aligilacak olan fonksiyon uzaylar1 hatirlatilacaktir.

Cla, b], [a, b] kapal1 aralig1 izerinde tanimlanan ve araligin tiim noktalarinda siirekli olan

fonsiyonlarln uzayldlr. ’ € C[a, b] 1(;111
f = sup |f(x
" "C[a,b] xe[a,b]| ( )l

seklinde tanimlanan alisilmis supremum normu ile C[a, b] bir Banach uzaydir.

X c R olmak iizere B(X), X lizerinde tanimli tiim sinirli fonksiyonlarin uzayidir. Bu

uzay lzerindeki alisilmis supremum normu
[£1l5 = suplf@l

seklindedir. Yine bu norma goére B (X) uzay1 bir Banach uzayidir.

Reel sayilarin bir X alt kiimesi tizerinde taniml1 fonksiyon dizilerinin istatistiksel noktasal
ve istatistiksel diizgiin yakinsakligi Duman ve Orhan tarafindan 2004 yilinda incelenmis

olup asagidaki sekilde tanimlanmistir.

X, reel sayilarin kompakt bir alt kiimesi olmak iizere f € C(X) ve Vn € N i¢in f,, € C(X)

olsun.

2.2.1. Tanim: Ve > 0 ve her bir x € X igin,



({n: 1fu(x) = f() 2 e}) = 0

kosulu gercekleniyorsa bu durumda (f,,) dizisi f fonksiyonuna X iizerinde istatistiksel
noktasal yakinsaktir denir ve bu durum f,, — f (ist.) ile gosterilir (Duman ve Orhan,

2004).

2.2.2. Tammm: Eger,
st _gl_r){}ollfn _f"C(X) =0

ise (f,) fonksiyon dizisi f fonksiyonuna istatistiksel diizgiin yakinsaktir denir ve bu
durum f,, 3 f (ist.) ile gosterilir (Duman ve Orhan, 2004).
2.2.3. Tamm: Her¢ > 0,x € X ve n € N i¢in
O (x,€) =tk < n:|fi(x) = f(O)] = €}
seklinde gosterilsin. Eger her € > 0 igin,

. Qp(x,€)
lim

n—oo n

= 0, (x € X e gore dlizgiin)
yani;

hm"Q&iw“mzo

n—oo n

ise (fy), X lzerinde f fonsiyonuna equi-istatistiksel yakinsaktir denir ve bu durum

fn = f(equi-ist.) ile gosterilir (Balcerzak vd., 2007).

Tanimlar g6z dniinde bulundurularak € (X) uzay: {izerinde alisilmig diizgiin yakinsaklik,
istatistiksel diizgiin yakinsaklik, istatistiksel noktasal yakinsaklik ve equi-istatistiksel

yakinsaklik kavramlari arasindaki bagint1 asagidaki sonug ile verilir.

2.2.4. Lemma: X iizerinde, f,, 3 f ise f, 3 f(ist.), f, =3 f (ist.) ise f,, = f(equi-ist.) ve
fn = f(equi-ist.) ise f,, = f(ist.) olur (Balcerzak vd., 2007; Orhan, 2011).

Ispat: X iizerinde, f,, = f olsun. Bu durumda tanim geregince,
lim lIfp = fllecry = 0
yazilir. Yani Ve > 0 i¢in An, € N vardir dyle ki Vn > n; oldugunda,
1= Fll oy < ¢

olur. Boylece



D, (e) = {k <n ||fk —f|| ) > s}

olmak tizere,

=0
olup,
fn 3 f (ist)
elde edilir.

Simdi de X {izerinde f,, = f(ist.) olsun. Tanim geregince Ve, e’ > 0 i¢in An, € N vardir

oyle ki vn > n, icin

b (¢
I n()|<£,
n

yazilir. Diger yandan Vx € X i¢in,
1) = FGI < sup 1) = FEN =i = £l o,
yazilacagindan her x € X i¢in,
1 < 1) = £ = ) < |{k < misup 1) = F0)] > e
yazilir. Bu esitsizligin her iki yani % ile carpilip limit alinirsa Vx € X igin,

0 < lim =G = FE)] = el

n—-oo n

{k<n sup |fi(x) = fF(X)]| = €}

< lim
n—oo n
n
< lim — =0
n—-oo N
olacagindan
fn = f(equi-ist.)
elde edilir.

Verilen bu lemmanin karsitinin her zaman dogru olmadigia dair bir 6rnek asagidaki

sekilde verilebilir.



2.2.5. Ornek: Her bir n € N igin x € [0,1] ve g(x) = 0 olmak iizere g,:[0,1] » R

stirekli fonksiyonlari,

i1 1 1 1 1
2\ x =) X € |5 on=1 " Jnt1 |’
1 1 1 1
xX) =
n(*) —2n*t (x - 2n—1)’ X € [zn—l - on+1’ 2n—1] ’
0 , diger durumlarda,

seklinde tanimlanmak tizere Vx € [0,1] i¢in,

k<n: x)—gx)| = ¢ 1
i sup [ESIG@ —g@IZAl 1

n=% xelo,1] n n-oon
olup,

gn > g = 0 (equi- ist.)

olur. Ancak her n € Nicin, b, = sup |g,(x) — g(x)| =1 olup (b,) dizisi alisilmis
x€[0,1]

anlamda ve istatistiksel anlamda sifira yakinsak olmadigindan (g, ),en dizisi istatistiksel

diizgiin yakinsak ve alisilmis anlamda diizgiin yakinsak degilir.
2.3. Korovkin Tipi Yaklasim Teoremleri

Gadjiev ve Orhan (2002) tarafindan istatistiksel yakinsaklik kavrami kullanilarak
litaratiirde olduk¢a onemli bir yeri olan Korovkin tipi teoremin genellestirmesi elde
edilmistir. Bu boliimde ilk olarak bu teorem verilecek ardindan Balcerzak, Dems ve
Komisarski (2007) tarafindan tanimlanan equi-istatistiksel yakinsaklik kavrami yardimi
ile Korovkin tipi teorem verilecektir. Bu teoremler verilmeden once operatdr kavrami ve

temel Ozellikleri hatirlatilsin.

X ve Y iki fonksiyon uzayi olsunlar. Eger X den alinmis herhangi bir f fonksiyonuna Y
de bir ve yalniz bir g fonksiyonunu karsilik getiren bir L kurali varsa bu takdirde X
uzayinda bir operatdr tanimlanmistir denir. Bu da g(x) = L(f; x) ile gosterilir. Burada X
uzayina L operatoriiniin tanim kiimesi denir ve X = D(L) ile gosterilir. Boylece
g(x) = L(f;x), Y uzaymin bir elemani olur ki, g fonksiyonlariin kiimesine de L
operatoriiniin deger kiimesi denir. Bu kiime R (L) ile gosterilir ve R(L) < Y olur. X uzay1
lineer bir uzay oldugunda lineer operatoriin tanimi verilebilir. f; (x) ve f,(x), X uzayinda

herhangi iki fonksiyon ve a; ve a, keyfi iki reel say1 olmak {izere L operatdri,



L(ay fi + axf2;x) = ag L(fi;x) + ayL(f2; %)

kosulunu gercekliyorsa o takdirde L operatoriine lineer operatdr denir. Bu tanimdan
acikga goriliiyor ki L(0;x) = 0 saglanir. Lineer operatorler kiimesi igerisinde ¢ok

onemli bir sinif vardir ki o da pozitif operatdrlerdir. Kabul edelim ki,
X*={feX:f(x)=0}
Y*T={geY:glx) =0}

seklinde tanimlansinlar. Bu durumda X uzayinda tanimlanmis L lineer operatorii, X
kiimesindeki herhangi bir f fonksiyonunu pozitif fonksiyona doniistiiriiyorsa L

operatoriine pozitif lineer operator denir. O halde f € C[0,1] olmak {izere,
ok
B,(f;x) = Z f <—> (Z) xk(1 —x)nk (0<x<1) (2.3.1)
n
k=0
seklinde taniml1 Bernstein polinomu pozitif lineer bir operatordiir.

2.3.1. Teorem: Eger, L,,: C[a, b] = B[a, b] pozitif lineer operatorler dizisi
i) lim L2 = 1] 1 = O

ii) lim |2, () —x||B[a'b] =0,

iii) lim [| L, (¢%) — x? ||B[a,b] =0,

kosullarini sagliyor ise her f € C[a, b] igin,
Jim (|2 () = £ gy = ©

olur (Korovkin, 1953, 1960).

Istatistiksel diizgiin yakinsaklik kavrami kullanilarak yukarida verilen klasik Korovkin

teoremi Gadjiev ve Orhan tarafindan asagidaki sekilde verilmistir.

2.3.2. Teorem: Eger, L,,: C[a, b] — B|a, b] pozitif lineer operatorler dizisi
@ st—lim L, (D=1, =0
(i) st — lim [|L,(¢) — x|| =0,

n—>0oo

Bla,b]

(iii) st — lim | L.(t?) — x? ||B[a,b] =0

10



kosullarini sagliyor ise her f € C[a, b] igin,

St - Tlll—I}Olo "Ln(f) _f"B[a,b] = O
olur (Gadjiev ve Orhan, 2002).

Istatistiksel diizgiin yakinsakliktan daha kuvvetli olan equi-istatistiksel yakinsaklik
yardimi ile verilen Korovkin teoremi ise Karakus, Demirci ve Duman (2008) tarafindan

asagidaki sekilde verilmistir.

Tez boyunca X, reel sayilarin kompakt bir alt kiimesi olarak g6z oniine alinacaktir.

2.3.3. Teorem: L,:C(X) = C(X) pozitif lineer operatorlerin bir dizisi olsun. Eger
e;(x) = x* olmak iizere i = 0,1,2 icin

L,(e;) - e; (equi-ist.) (2.3.2)
ise her f € C(X) i¢in X {lizerinde

L,(f) » f (equi-ist.) (2.3.3)
olur (Karakus vd., 2008).

Ispat: (2.3.2) kosulunun saglandigim varsayalim. f € C(X) ve x € X sabit olsun.
f fonksiyonu x noktasinda siirekli oldugundan Ve > 0 sayisi i¢in 38 > 0 sayis1 vardir
oyle ki |y — x| < 6 kosulunu saglayan tiim y € X ler icin |f(y) — f(x)]| < € yazilr.
Diger yandan,

~_(1,J€A,
XA(])_{O,]eA,

ile tanimli karakteristik fonksiyonu goz Oniine alinirsa X5 = [x — &, x + 8] N X olmak

uzere

f ) = fl=1f Q) = fxxs@) + 1f ) = FCxx/xs()

yazilir. Boylece her y € X i¢in

2M.(y — x)*

lf) —fl)l <e+ 52 (2.3.4)

olur. Burada M = || f || ) seklinde tanimlidir. Simdi L,, operatdrlerinin lineerligi ve

c(x

pozitifligi gdz oniine alinir ve (2.3.4) esitsizligi kullanilirsa,

ILn(f; %) = FOOI = [Ln(f ()i ) = L (f (x); %) + Ly (f (1) %) — f ()]

11



= [L,(f () — f(x); x) + f(x)(Ln(1;x) — 1)
< L, (f ) = f)); 0| + |f (O L, (1;x) — 1]
< Ly (fO) = FOLx) + IfFOINL,(1;x) — 1]

(y — x)?
<L, <e + 21\/13’T ;x) F 7l (520 = 11

2M
<elL (1x)+ = Lo (v — x)% %) + M|L,(1; %) — 1

<e+e¢|llL,(1;x)— 1|+ M.|L,(1;x) — 1|

M 2 2
+F{Ln(y ;x) = 2xLy (y;x) + x°Lp (1 %)}

2M
e+ F“Ln(ez;x) — ey ()| + 2|x[|L,(e1; x) — e, (x)|
+x?%| Ly (g; x) — eg(0)1} + (M + €)|Ly(eg; X) — €9 (x)|

2M
=¢c+ (M + & +Fx ) |L,,(eg; x) — eog(x)]

2M
+F|x||Ln(31;x) e; (x)| + > Ly (€25 x) — ex(x)]

elde edilir. Buradan K: = ¢ + M + (”ez”c(x) + 2lleqlleeey + 1) olmak tizere

[Ln(fi2) = FOI < £+ K Y [Ln(es ) = ()] (235)
i=0

olur. Simdi belirli bir " > 0 i¢in € > 0 segilsin 6yle ki € < r' olsun. Ayrica,

Q061" = [k < e | Le (0 — @) | 277},

Qon(x,7") = {k < n: | Li(egs ) —eo(x) | = r;;g}

-

~

Qa(x,7") = {k <n: | Lilex) —e ()| = T;;g}

Qon(x,1") = {k <n: |Lk(e2;x) — ey (x) | > r;_

<)

kiimeleri tanimlansin. Bu durumda (2.3.5) esitsizliginden,

12



2

Q,(x,r") < Z (Qi,n(x,r’))

i=0

elde edilir. O halde,

n

20 gy Z (II n ) | c(x))
e

i=0
olur. Boylece (2.3.2) hipotezden i = 0,1,2 i¢in L, (e;) - e; (equi-ist.) oldugundan her
r' > 0 i¢in,

et
im

n—oo n

c® _

elde edilir. Bu ise X iizerinde,
L,(f) » f(equi-ist.)
demektir. Boylece (2.3.3) saglanir.

[0,1] tizerinde (2.3.1) ile taniml1 Bernstein polinomlar dizisi i¢in

B‘n(l; x) = 1r
B,(t;x) =x,
x — x2

B,(t%x) = x* +

olup dolayistyla klasik Korovkin tipi teoremin kosullarin1 saglar. Yakinsak her dizi ayni
zamanda istatistiksel yakinsak oldugundan istatistiksel Korovkin tipi teoremin kosullarini
da saglar. Simdi, Bernstein polinomu i¢in elde edilen bu sonuglar1 géz oniine alarak equi
istatistiksel yakinsaklik yardimi ile tanimli Korovkin tipi teoremin kosullarini saglayan
fakat klasik ve istatistiksel Korovkin tipi teoremin kosullarini saglamayan bir 6rnek

verilsin.

2.3.4. Ornek: X = [0,1] olsun ve C[0,1] iizerinde (2.3.1) ile tammli Bernstein
polinomlar1 gdz oniine alinsin. Bu polinomlar1 ve 2.2.5. Ornek’te tanimlanan g, (x)

fonksiyon dizisini kullanarak x € [0,1] ve f € C[0,1] igin

D,(f;x) = (1 + gn(x))-Bn(fF x)

seklinde tanimli pozitif lineer operatdr tanimlansin. O halde,

13



Dy (eg; x) = (1 + gn(x))eo(x):
Dy(e;x) = (1 + gn(x))el(x):

L x.(1—x)
Dalezin) = (1+ga00) fer () + 2

seklinde elde edilir. 2.2.5. Ornek’ten [0,1] iizerinde g,, - g = 0 (equi-ist.) oldugundan
[0,1] lizerinde,
D, (e;) - e; (equi-ist.) (i = 0,1,2)
oldugu elde edilir. Bu durumda 2.3.3. Teorem’den Vf € C[0,1] igin,
Dy (f) ~ f(equi-ist.)

goriliir. Ancak (g,), [0,1] kapali araligi iizerinde g = O fonksiyonuna istatistiksel
diizgiin yakinsak olmadig: icin (D,,) pozitif lineer operatdrler dizisi 2.3.2. Teorem ile
verilen istatistiksel Korovkin tipi teoremi saglamaz. Bunun yani sira (g,), [0,1] tizerinde
g = 0 fonksiyonuna alisilmis anlamda diizgiin yakinsak olmadigi i¢in 2.3.1. Teorem ile
verilen klasik Korovkin tipi teoremi de saglamaz. Bu nedenle equi-istatistiksel Korovkin
tipi sonuglarin, klasik ve istatistiksel Korovkin tipi durumlarin 6nemsiz olmayan bir

genellemesi oldugu agikca goriilmektedir.

Simdi de D, (f;x) = (1 + gn(x)). B,(f; x) ile tamml1 pozitif lineer operatdrlerin equi-
istatistiksel yakinsaklik anlaminda bir Voronovskaya tipi Ozelligi sagladigi

gosterilecektir. Bunun i¢in dncelikle asagidaki lemmaya ihtiyag¢ vardir.
2.3.5. Lemma: x € [0,1] ve y(y): = y — x olmak iizere [0,1] tizerinde,
n?D,(y*; x) » 3e,(e, — 2e; + e;) (equi-ist.)
olur (Karakus vd., 2008).
Ispat: D, pozitif lineer operatérler dizisinin tanimi kullamilarak,
Dn((y —0)%x) = Dp(y* — 4y°x + 6y°x* — 4yx® + x*; x)
= (1+ gn(0))(By(y* %) — 4xB,(y% x) + 6x°B,(y% %)
—4x3B, (y; x) + x* B,(1; x)} (2.3.6)

yazilir. Diger yandan Bernstein polinomunun tanimi goz Oniine alinarak bazi

hesaplamalar yapilirsa,
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Bn(1; x) = 1:
B, (t; x) = x,

2
X —X
B, (t%x) = x* fE=X) ~ )

n—1)(n -2 3n—3 X
xg( )g )+x2( : )+_2'
n n n

x4(n_1)(n—32)(n—3)+6x3(n—1)gn—2)+7x2(n—31)+%
n n n n

B,(t3;x) =

B,(t*x) =

oldugu goriiliir. Buradan D,, operatorii i¢in (2.3.6) gz Oniine alinarak,

—6x* +12x3 — 7x% + x
n?D,(y*x) = (1 + g,(x)) <3x4 —6x3 +3x% + - >

elde edilir. Boylece Vx € [0,1] igin,
2D, (1% ) = 3e2 (1) (e () — 261 () + o (1)) | < 129, () +26225) (2.3.7)
yazilir. Boylece, g, » g = 0 (equi-ist.) oldugundan,

129, +26(1+n—g”) > 0 (equi-ist.) (2.3.8)
oldugu goriiliir. O halde (2.3.7) ve (2.3.8) den dolay1,

n2D,(y*; x) » 3e,(e, — 2e; + ep) (equi-ist.)
oldugu kolayca goriiliir.
Simdi tanimlanan D,, operatorleri i¢in elde edilen Voronovskaya- tipi sonug verilecektir.
2.3.6. Teorem: Her f € C[0,1] 6yleki f', f'" € €[0,1] i¢in [0,1] {izerinde,
n(Dnf = f) » Z=2 £ (equi-ist.)

olur (Karakus vd., 2008).

ispat: f,f', f" € C[0,1] ve x € [0,1] olsun.

) FO) = @) = & = Df () =5 (v = D)
() = (y — x)2 ’

y #* X ise,

0 , y = x ise,

fonksiyonu tanimlansin. Béylece ¢, fonksiyonunun tanimindan {,.(x) = 0 ve {, € C[0,1]

oldugu kolayca goriiliir. O halde Taylor ac¢ilimi1 kullanilarak
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(y —x)?

fO=f@+G-0f @) +——f")+ - x)2 ()

elde edilir. Simdi D,, operatérleri esitligin her iki tarafina uygulanirsa, y(y):=y — x

olmak iizere,
Dulfix) = £ = Dy (fG) + & = 0f @) + 222 £7() + (5 — 1)) x)
~f @)

= FOIDR(L: ) + F Dy = 205 %) + 22D, ((y — )% )
+Dp((y = 0)28(); x) — f (%)
— F@)gn () + /@Dy (3 2) + 2Dy (% 2) + D (v 1)

= F0)gn () + XL (1 4 g,(0) + Du(r? s 1)
olup buradan M = ||fll¢c[o,11 + If " llc[o,1] olmak iizere

e;(x) — ey (x)

n(Da(fi %) = F()) - ")

< M(n+1)g,(x)

+n|D, (Y2 x)| (2.3.9)
elde edilir. Simdi (2.3.9) esitsizliginin sag tarafindaki ikinci terime Cauchy-Schwartz

esitsizligi uygulanirsa
27 2 4 3 5 2 z
n|Da(r2le )| < (n2Dn (%)) (Pu(G’5 %)) 2 (233.10)
elde edilir. Buradan p, (y) = fxz(y) olarak tanimlanirsa p,(x) = 0 ve p,(.) € C[0,1]
elde edilir. O halde 2.3.3. Teorem’den [0,1] tizerinde
D,(p,) - 0 (equi-ist.) (2.3.11)

olur. (2.3.10) ve (2.3.11) goz oniinde bulundurulur ve ayrica 2.3.5. Lemma kullanilirsa

[0,1] tizerinde,
n(D,(¥?{,; x)) - 0 (equi-ist.) (2.3.12)

oldugu goriiliir. Boylelikle Ve > 0 igin,

Q€)= |{k < n: [k(D(f32) — () - 22D pr(a) | 2 €,
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Qq(x,€) = |{k <n | (k+1)gi (%) | > ﬁ”

Qon(x,€) = |{k <n: | kD (28 x| =5}

)

olacak sekilde kiimeler belirlensin. Burada (2.3.9) esitsizligi kullanilirsa,

‘Q‘Tl(x' 5) < 'Ql,n(xi 5) + ‘Q‘Z,n(xl S)

n n n
olup bdylece,
12, C, )l co < ”Ql'n("‘g)”c[o,ﬂ + ”QZJ”("E)HC[OJ] (2.3.13)
n n n
elde edilir. Ayrica (g,) fonksiyon dizisinin tanim1 geregince [0,1] tizerinde,
(n+ 1)(g,) = 0 (equi-ist.) (2.3.14)

elde edilir. Simdi (2.3.12) ve (2.3.14) sonuglar1 kullanilarak (2.3.13) esitsizliginin her iki

tarafindan n — oo i¢in limit alinirsa

(.,
L 190G 0lleron)

n—0oo n

0

elde edilir ve istenen gdsterilmis olur.

2.4. Lacunary Istatistiksel Yakinsaklik

kiimesi alinarak elde edilen bir yakinsamanin tanimi verilecektir. Ayrica istatistiksel

yakinsaklik ile olan iligkisi incelenecektir.

Pozitif tamsayilarin artan bir dizisi 8 = {k, } olsun. Eger k, = 0 olmak iizere r — o igin
h, =k, — k,_; » o ise 8 = {k,} dizisine lacunary dizi denir (Freedman vd., 1978).
Buna gore 6 = {k,} = (2" — 1) (r = 0) bir lacunary dizi oldugu goriiliir.

Ky

Bu boliimde 6 tarafindan belirlenen araliklar I, = (k,_q, k,-] ile gosterilecek olup p
r—1
orani g, olarak kisaltilacaktir.

2.4.1. Tanim: 6 = {k,} bir lacunary dizi olsun. Her € > 0 igin,

lim — |{k € L: | x = L] = )| = 0
hr

T—00
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ise x = (x;) dizisi L sayisina lacunary istatistiksel yakinsaktir denir ve bu durumda

Sg —lim x = L veya xj, = L(Sy) ile gosterilir (Fridy ve Orhan, 1992).

Simdi de Ny anlaminda yakinsaklik tanimlanacak ve Ny ile Sy yakinsaklik arasinda bazi
icerme bagintilar1 verilecektir. Ayrica bunlarin sinirhi diziler i¢in esdeger olduklar

gosterilecektir.
2.4.2. Tammm: 6 = {k,} bir lacunary dizi olsun. Eger
lim — D b —11=0
imy- ) b~ Ll =
kel,

olacak sekilde bir L sayis1 varsa x = (x;) dizisi L sayisina Ny anlaminda yakinsaktir

denir ve bu durum x;, = L(Ny) seklinde gosterilir. Bdylece,

1
Ng :==<4x = (x):lim —lek—Ll =0
hy

ile gosterilir (Freedman vd., 1978).

2.4.3. Teorem: 6 = {k,.} bir lacunary dizi olsun. Bu takdirde

(i) x; = L(Ny) ise x; = L(Sy) olur.

(ii) I, sinirli dizilerin uzay1 olmak iizere x € [, ve x;, = L(Sp) ise x;, = L(Np) olur.
(iii) Sg N L, = Ny N I, olur (Fridy ve Orhan, 1992).

Ispat: (i) ¢ > 0 ve x;, » L(Np) olsun. Bu takdirde,

Dle—Ll= > me-Ll+ > lu-1l

kel, kel, kel,
|xg—L| =€ [xp—Ll<e
= E |xk — Ll
kel,
|xp—L| =&

zsl{kelr:lxk—LIZS}l

oldugundan ve

1 1
— ek € L: |x, — L] = €} S—lek —Ll>0 (r— )
h, h;

kel,

oldugundan,
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xx = L(Sp)
elde edilir.

Diger taraftan, (i) deki igerme, kesin icerme bagmtisidir. Herhangi bir 8 = {k, .} lacunary
dizisi ele alinsin. Bir (x;) dizisi de [, araliginda ilk [[,/hr]] tam sayilarinda,

X, 1,2, .0, [[\/h_r]] ve diger durumlarda, x; = 0 seklinde tanimlansin. O halde x = (x;,)

dizisi smirl degildir. Ote yandan Ve > 0 igin

1 h
h—r|{kelr: |x,—0] = ¢} =@—>O(r—>oo)
elde edilir. Bu durumda,

xr = 0 (Sg)

elde edilir. Benzer sekilde

S 1 - o1 - WL 41

kel

oldugundan,

lZm—m ;[Nh_r]][[giﬂﬂ %%

n # 0 (r - o)

olur. Boylece,
x # 0 (Ng)
elde edilir ve istenen gosterilmis olur.

(ii) x € I, ve x; > L (Sg) olsun. Bu durumda dizi sinirlt oldugundan her k € N i¢in

|x, — L| < M olacak sekilde M > 0 sayisi vardir. O halde Ve > 0 sayisi verildiginde,

Db—tl= > ba-L+ ) lx-Ll

kel, kel, kel,
|[xxg—L|z & |xpg—L| <&
< E M+ E £
kel kel
|xp—L| =& |xp—L| <&

< Ml{k€l.:|x,—L| =&} +h,e
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olup,

1 1
—Zka—LI < Mk € Ll — L] 2 &}] + &
T

elde edilir. Bu da,

xp = L (Ng)
demektir.
(iii) (1) ve (i1) den ispat asikardr.
Kuvvetli Cesaro toplanabilir dizilerin sinifi

n
(1
loy| = {x:hm (—lek — LI) = 0}
n \n
k=1

ile gosterilmek tizere asagidaki lemma verilebilir.

2.4.4. Lemma: 6 = {k,} bir lacunary dizi olsun. Bu durumda, S € Sy olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul liminf,. g,, > 1 olmasidir (Fridy ve Orhan, 1992).

Ispat: Kabul edelim ki liminf,. g, > 1 olsun. Bu takdirde yeterince biiyiik 7 > 0 sayisi

Fer

icin q, = 1 + & olacak sekilde § > 0 sayis1 vardir. O halde kolayca goriiliir ki, g, =

ky-1

oldugundan % > %5 yazilir. Eger x;, — L (S) ise Ve > 0 ve yeterince biiylk 7 i¢in,

1 1
k—l{kSkT:ka—LlZe}lzk—l{kelr:lxk—LIZS}l
r r
6 1
> —— €Ll.: —L| =
_1+6hr|{k i lxe — LI = €}

olup buradan istenen elde edilir.

Tersine liminf, g,, = 1 olsun. Freedman vd. (1978) tarafindan gosterildigi gibi 0 = {k,.}

lacunary dizisinin bir {kr( j)} alt dizisi r; = 7;_; + 2 olmak lizere,

kr.—1 | kr . 1
I >jve 4P <q14=
kT]' ij—l ]

olacak sekilde segilsin. Simdi sinirlt bir x = (x;) dizisi,

1, i€ Ir]., Gg=12..)
i = 0, diger durumlarda,
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seklinde tanimlansin. Bu durumda x € | 01 | , fakat x € Ny oldugu Freedman vd. (1978)
tarafindan gosterilmistir. 2.4.3 Teorem (ii) den x € Sy olur. Ayrica Connor (1988)
tarafindan gosterilen, bir dizi bir L sayisina kuvvetli Cesaro toplanabilir ise L sayisina
istatistiksel yakinsak oldugu bilgisini kullanarak x € S elde edilir. Buradan S & Sy olup

istenen elde edilir.

2.4.5. Lemma: 6 = {k,} bir lacunary dizi olsun. O halde, Sy S S olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul limsup, g,- < oo olmasidir (Fridy ve Orhan, 1992).

Ispat: Kabul edelim ki limsup, q, < o olsun. Boylece, Vr € N i¢in g, < T olacak
sekilde 3T > 0 sayis1 vardir. x;, = L(Sg) ve N, := |{k € I,:|x;, — L| = €}| olsun. O
halde,

1
lim—I|{k€L:|x,— L =¢€}|=0
r h,

olacagindan Ve > 0 ve Vr > 1 i¢in % < ¢ olacak sekilde bir ry € N vardir. Bir K sayist
T

K := max{N,:1 < r < r,} olacak sekilde ve ayrica k,_; < n < k,. olacak sekilde n

sayisi secilsin. Bu takdirde,

1
;l{kSn: |x, — L| = €} S;I{k < kq:lxy —L| =&}
1
< {k < ky:lxx — L] = €}
r—1
1
= {Ny + Ny + - N, + Ny 11+ N, }
k‘r‘—l 0 0
1 1
=7 {Ny + Ny + N, } +k—{Nr0+1+ -+ N}
r—1 r—1
1 1 AG +1 AG
= N+ N, + N, } +—1h, yy——+ - +h,—
kT—l{ ! ? m} kr—l{ 1b+1]%b+1 7ﬂhr
Kr, 1 N,
<—2+ sup —{hy 11 + -+ hy }
kr—l kr—1T>n) T
K 1
<—t——efhypq + o+ hy )
kr—l kr—l
_ Kr, +€kr -k,
ky—q ky—q

21



elde edilir. Boylece € > 0 keyfi ve r — o i¢in k,_; — o0 oldugundan x; — L(S) olur.

Boylece Sg € S elde edilir ve istenen gdsterilmis olur.
Tersine limsup,. q,, = o olsun. Freedman vd. (1978) tarafindan gosterildigi gibi 8 = {k,.}
lacunary dizisinin bir {kr( j)} alt dizisi Qr; > j olacak sekilde se¢ilsin ve bununla birlikte

siirli bir x = (x;) dizisi,

o = 1, kT‘j—l <1 < Zkrj—l ’ (] = 1,2, )
" |0, diger durumlarda,

seklinde tanimlansin. Bu takdirde Freedman vd. (1978) tarafindan izlenen ispat yontemi

kullanilarak x € Ny fakat x & | 01 | oldugu goriiliir. 2.4.3. Teorem’den x € Sy yazilir.
Ancak smirl bir dizi istatistiksel yakinsak ise kuvvetli Cesaro toplanabilir olacagindan

x € S dir. Budurumda Sy € S olur. O halde istenen gosterilmis olur ve ispat tamamlanir.
Boylece 2.4.4. Lemma ve 2.4.5. Lemma kullanilarak asagidaki teorem elde edilir.

2.4.6. Teorem: 8 = {k,} bir lacunary dizi olsun. Bu takdirde, S = Sy olmast i¢in gerek

ve yeter kosul,
1 < liminf, g, < limsup, g, < ®©

olmasidir (Fridy ve Orhan, 1992).
2.5. Lacunary Equi-Istatistiksel Yakinsakhk

Bu béliimde fonksiyon dizileri i¢in lacunary istatistiksel noktasal yakinsaklik, lacunary
istatistiksel diizgiin yakinsaklik ve lacunary equi-istatistiksel yakinsaklik kavramlari

tanitilacak ve equi-istatistiksel yakinsaklik ile arasindaki baginti incelenecektir.

2.5.1. Tammm: 6 = {k,} bir lacunary dizi ve her r € N i¢in f,. € C(X) olsun. Eger, her
€ > 0 ve her bir x € X igin

o e b @ - fol 26l _

r—oo hr
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ise f, fonksiyon dizisi, X Tlzerinde f fonksiyonuna lacunary istatistiksel noktasal

yakinsaktir denir ve f,, — f (6-ist.) ile gosterilir (Aktuglu ve Gezer, 2009).
2.5.2. Tammm: 6 = {k,} bir lacunary dizi ve her r € N i¢in f,. € C(X) olsun. Eger, her

€ > 0i¢in

lim [{m € L1l fon = f llcy> €} —0

r—00 hT

ise f, fonksiyon dizisi, X iizerinde f fonksiyonuna lacunary istatistiksel diizgiin

yakinsaktir denir ve f, 3 f (6-ist.) ile gosterilir (Aktuglu ve Gezer, 2009).

2.5.3. Tanim: 6 = {k,.} bir lacunary dizi ve her r € N i¢in f,. € C(X) olsun. Eger, her

€ > 0 icin reel degerli fonksiyonlarin dizisi

1
Vre() == {m € Lt | fu(0) = F) | 2 €}
T
seklinde tanimlanmak lizere (¥, ¢)en dizisi sifira diizgiin yakinsak yani;
711_{2, Il YT,e(-) ”C(X)= 0

ise f, fonksiyon dizisi, X lizerinde f fonksiyonuna lacunary equi-istatistiksel yakinsaktir
denir ve f, - f (6-equi ist.) gosterilir (Aktuglu ve Gezer, 2009).
Yukaridaki tanimlarin dogrudan bir sonucu olarak asagidaki lemmay1 verilebilir.
2.5.4. Lemma: 6 = {k,} bir lacunary dizi olmak tizere X lizerinde,
fr 3 f(B-ist) = f. > f(B-equiist.) = f, — f(O-ist.)
olur (Aktuglu ve Gezer, 2009).

Ancak, asagida verilen 6rnek bu lemmanin tersinin her zaman dogru olmadigini

gostermektedir.

2.5.5. Ornek: 6 = {k,} bir lacunary dizi olsun. f,: [0,1] — R siirekli fonksiyonlar dizisi

asagidaki sekilde tanimlansin:

e (o

0 , diger durumlarda.

O halde V& > 0 igin,
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1 1
Vre(x) = h—|{m €l | fn@) ] 2 e}| < —

olacagindan f,, » 0 (6-equi ist.) olur. Ancak, tiim r ler i¢in sup |f,-(x)| =1 oldugundan
x€[0,1]

(f;) sifira lacunary istatistiksel diizgiin yakinsak degildir. Dolayisiyla, lacunary equi

istatistiksel yakinsak bir fonksiyon dizisinin her zaman lacunary istatistiksel diizgiin

yakinsak olmadig1 bu 6rnekle gosterilmis olur.

2.5.6. Ornek: 6 = {2k} (k > 0) lacunary dizisi ve £.:[0,1] — R, f.(x) = x7 ile tanimh1
fonksiyon dizisi goz oniline alinsin. f nin alisilmis anlamda f,- nin noktasal limiti oldugu

varsayilsin. Bu takdirde, f, — f(6-ist.) fakat f, - f(6-equi ist.) degildir. Ger¢ekten de,

tim N € Nlerigin e = %segelirse bu takdirde, 3r > N vardir dyle ki, timm € [2771,2")
m 27
2" (1 2" (1
(8 1=((%)

vex € (i/%,l) icin, |f;, ()| = |x™| =
2.4.4. Lemma ve 2.4.5. Lemma ispatlarindaki benzer diisiince ile f, fonksiyon dizisi

>

1
2

elde edilir ve istenen gosterilmis olur.

diisiiniildiiglinde asagidaki sonuclar elde edilir.
2.5.7. Lemma: 6 = {k,} bir lacunary dizi olsun. Bu takdirde, X tizerinde
fr — f(equi-ist.)
oldugunda,
fr > f(B-equiist.)
olmasi icin gerek ve yeter kosul,
1 < liminf, g,
olmasidir (Aktuglu, Gezer; 2009).
2.5.8. Lemma: : 6 = {k,} bir lacunary dizi olsun ve X iizerinde,
fr > f(6-equi ist.)
oldugunda,
fr = f(equi-ist.)
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,

limsup,. q,, < ©
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olmasidir (Aktuglu ve Gezer; 2009).

2.5.1. Lacunary equi-istatistiksel yakinsakhik yardim ile Korovkin tipi yaklasim

teoremi

Bu boéliimde 2009 yilinda lacunary equi-istatistiksel yakinsaklik kavrami kullanilarak

Aktuglu ve Gezer tarafindan verilen Korovkin tipi yaklasim teoremi verilecektir.

2.5.1.1. Teorem: 6 = {k,} bir lacunary dizi ve L,:C(X) — C(X) pozitif lineer

operatdrlerin bir dizisi olsun. e;(x) = x* olmak iizere i = 0,1,2 igin
L,.(e;,x) = e;(x)(0-equi ist.) (2.5.1.1)
ise, her f € C(X) igin

L (f;x) > f(6-equi ist.)
olur (Aktuglu ve Gezer, 2009).

Ispat: f € C(X) olsun. f siirekli oldugundan x € X sabit bir nokta olmak iizere Ve > 0
sayist igin |y — x| < § kosulunu saglayan tiim y € X ler i¢in [f(y) — f(x)| < € olacak
seklinde bir § > 0 reel sayisi vardir. Diger yandan, Ks:={y € R: |y — x| < §} olmak

tizere X5 == X N Kg olsun. Bu durumda

lf ) = fOII =< If Q) — fFxx, @) + 1f ) — fFxxnx, )

=&+ ZMXX\Xg(y)

yazilir. Burada, M := || f ll¢(y) ile tanimlidir. O halde bazi basit hesaplamalardan sonra
1 2
XX\Xg(y) = ﬁ(y —X)
olacagindan Vy € X igin,
2M 5

fO) = fF@I S e+ 570 =0

yazilir. B = & + M + 2 (Il € e+l €1 g+ 1) olmak iizere,
Ly (f; ) = fFOOI < Ly (1f () = FOOL ) + 1f (o|Lr (605 X) — eo ()]
2M 5
< ely(eg; %) + 7 (L ((r — 0% 200} + ML (e9; x) — e ()]

< e+ (e+ M)|L.(eg; x) — eo(x)]
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2M
+F{Lr(ez;x) - Zer(el;x) + szr(eO;x)}
2M
< e+ (e + M)|L(eg; x) — e (x)| +F|Lr(ezix) — ey ()|

4M 2M
+F|x||Lr(€1;x) —e ()| + szur(eo;x) — o ()]

2M || ey (x) lccxy
52

S£+<£+M+ >ILr(eo;x)—eo(X)I

AM |l e1(x) Nl
+ 52

2M
|L,(e1; x) — ey ()] + 52 |L,(ez; x) — ex ()|

olup boylece;

L (f3 ) = FGOI < &+ B Y ILy(ep ) - ()] (2512)
i=0

elde edilir. Belirli bir s > 0 i¢in, 0 < & < s olacak sekilde segilsin ve i = 0,1,2 olmak

lizere asagidaki kiimeler tanimlansin:

Ds(x) = {m € N:|L;, (f; ) — f(x)| = s},

. s—¢
Dy'(x) = {m € N: |Ln(ei; %) = €,(0)| = ).
O halde, (2.5.1.2) esitsizliginden ag¢ikca
2
D,(x) C U D.i(x) (2.5.1.3)
i=0
elde edilir. Bunlara ek olarak, reel degerli

1
Vr,s(x) = h_ |{m61r: |Lm(fF x) — f(x)l > s}

fonksiyonu goz Oniine alinarak, i = 0,1,2 olmak iizere

{m € L:|Lym(e;; x) — ;(x)] = 53_35}|

. 1
)/75,5 (x) = h_r

kiimeleri tanimlansin. Bu takdirde monotonluk ve (2.5.1.3) igermesi ile birlikte

2
Vrs(x) < Z Yis(x)
i=0

26



elde edilir. O halde her x € X icin

2
I ¥rs() Nepn < leyﬁ,s(-)llc(x) (2.5.1.4)
i=0

elde edilir. Boylece (2.5.1.4) esitsizliginde r — oo igin limit alinip (2.5.1.1) hipotezi

kullanilirsa,
Tim 11y () llen=0
elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.
2.5.1.1. Teorem ve 2.5.7. Lemma birlikte diistintildiiglinde asagidaki sonug elde edilir.

2.5.1.2. Sonug: 6 = {k, } bir lacunary dizi olmak tizere liminf, g, > 1 olsun. Bu durumda
L.: C(X) » C(X) pozitif lineer operatdrlerin bir dizisi ve e;(x) = x! olmak iizere

i =0,1,2 i¢in

L,(e;, x) > e;(x)(equi-ist.)
ise her f € C(X) igin,

L.(f; x) » f(08-equi ist.)
olur (Aktuglu ve Gezer, 2009).

Benzer sekilde, 2.5.1.1. Teorem ve 2.5.8. Lemma birlikte diisiiniilerek asagidaki sonug

elde edilir.

2.5.1.3. Sonug¢: 6 = {k,} bir lacunary dizi ve limsup,q, < oo olsun. Bu takdirde
L,: C(X) » C(X) pozitif lineer operatorlerin bir dizisi ve e;(x) = x* olmak iizere

i =0,1,2 igin
L,(e;, x) > e;(x)(0-equi ist.)
ise her fe C(X) igin,
Ly (f; x) - f(equi-ist.)
olur (Aktuglu ve Gezer, 2009).

2.6. A — Istatistiksel Yakinsakhk

Bu boliimde Mursaleen (2000) tarafindan tanimlanan A —istatistiksel yakinsaklik

kavrami tanitilacaktir.
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Pozitif tamsayilarin azalmayan ve sonsuza giden bir A = (4,,) dizisi,
A1 <A +1ved; =1 (2.6.1)

seklinde olsun. Boylece bu dizilere 4,, = n, 4,, =1n (ne) ve 4,, = [[\/E]] ornek olarak
gosterilebilir.
I, = [n — A, + 1,n] olmak iizere genellestirilmis de la Valée-Pousin ortalamasi,
1
) = ) %
n
kel

ile tanimlanir. Eger n — oo i¢in t,(x) = L ise x = (x;) dizisine L sayisma (V,A)-
toplanabilirdir denir. A, = n olmas1 durumunda (V,A)-toplanabilirlik literatiirde iyi

bilinen (C, 1)-toplanabilirlige dontisiir.

2.6.1. Tammm: Eger her € > 0 i¢in,

n—-oo

1
lim —|{] € I,: |xj —L| = £}| =0
An
ise x = (xj) dizisi L sayisina A — istatistiksel yakinsaktir denir ve st; —lim x = L veya
x;j = L(S,) ile gosterilir (Mursaleen, 2000).
2.6.2. Ornek: 4, = [vVn] olsun. x = (x;) dizisi

01 .=k3. )
xj:{ j ise

k=1,2 ..
1, j# k3ise,

seklinde tanimlansin. Bu durumda [, = [n - [[\/ﬁ]] + 1,n] olup her € > 0 igin,

1 1
lim—|{j€In:|xj—1|2£}|Slim—=0

n—-oo A_n n—-oo n
olacagindan x; — 1(5;) elde edilir.

2.6.3. Sonu¢: 2.6.1. Tamim’da A, =n alinirsa A-istatistiksel yakinsaklik tanimi

istatistiksel yakinsaklik tanimina dontistir.
2.6.4. Teorem: x; — L(S) oldugunda x; - L(S;) olmasi igin gerek ve yeter kosul

liminf, %” > 0 olmasidir (Mursaleen, 2000).
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2.7. A-Equi Istatistiksel Yakinsakhk

Bu boliimde Srivastava, Mursaleen ve Khan (2012) tarafindan reel terimli fonksiyon
dizileri i¢in verilen, A-istatistiksel noktasal, A-istatistiksel diizgiin ve A-equi istatistiksel
yakinsaklik kavramlari tanitilacaktir. Daha sonra bu kavramlar arasinda iliski verilip equi-
istatistiksel yakinsaklik ile A-equi istatistiksel yakinsaklik arasindaki kapsama iligkisi
verilecektir. Ayrica yeni tanitilan A-equi istatistiksel yakinsaklik kavrami, bir Korovkin

tipi yaklagim teoremini vermek iizere uygulanacaktir.

k € N olmak iizere f, f;, € C(X) olsun. Ayrica

Su(e,2) = 1k kel ve | () — FGO| 2 €]

olarak tanimlansin.

2.7.1. Tammm: Her € > 0 ve her bir x € X i¢in,

n—>oo

1
lim o |{k: kel, ve |fi(x) — f(x)| =€} =0

n
oluyorsa (f;;) fonksiyon dizisi X tizerinde f fonksiyonuna A-istatistiksel noktasal
yakinsaktir denir ve bu durum f,, = f(4-ist.) ile gosterilir (Srivastava ve ark., 2012).

2.7.2. Tammm: Her € > 0 i¢in,

1
lim /1—|{k: kelyve |l fi — flley= €} =0
n

n—oo

oluyorsa, (f,) fonksiyon dizisi X tizerinde f fonksiyonuna A-istatistiksel diizgiin

yakinsaktir denir ve bu durum f,, 3 f(A-ist.) ile gosterilir (Srivastava vd., 2012).

2.7.3. Tammm: Her € > 0 i¢in, reel degerli fonksiyonlar dizisi S, (¢, x), 0 fonksiyonuna

diizgiin yakinsiyorsa yani,
lim IS5 (e, Dllcexy = 0

oluyorsa (f,,) fonksiyon dizisi X {izerinde f fonksiyonuna A-equi istatistiksel yakinsaktir

denir ve bu durum f;,, » f(A-equi ist.) ile gosterilir (Srivastava vd., 2012).
O halde tanimlardan hareketle asagidaki sonug elde edilir.

2.7.4. Lemma: X lzerinde f, = f(A-ist.) ise f,, = f(A-equi ist.) ve f,, = (A-equi ist.)
ise f,, = f(A-istatistiksel) (Srivastava vd., 2012).

29



Ancak, genel olarak bu lemmanin karsitt dogru degildir. Bunu gosteren bir 6rnek asagida

verilmistir.

2.7.5. Ornek: 1 = (4,,) azalmayan, n - o icin A,, > o olup (2.6.1) sartlarini saglayan
bir dizi olsun. Ayrica, f;:[0,1] > R (k € N) fonsiyon dizisi asagidaki sekilde

tanimlansin:
r2k(k+1)( 1 ) e- 1 2k+1
k1) Tl U2k + D)
1  2k+1 1
X) =+« — _— -
fre(x) 2k(k+1)(x k) , XE 2kt D k)
0 93_ 1 1]
\ SRS P |

Her € > 0 igin,

1 1
lim — |{k: kel,, ve |fi,(x)| = €}| < lim — = 0 (x e gore diizgiin)

oldugundan,
fk = 0 (A-equi ist.)
elde edilir. Diger yandan,

SUP]Ifk(X)I =1(reN)

x€[0,1

oldugundan (f;) fonksiyon dizisi A —istatistiksel diizglin yakinsak ve alisilmis anlamda

diizgiin yakinsak degildir.

2.7.6. Ornek: 1, = [vVn], fi:[0,1] » R ve fi.(x) = x* (k € N) olsun. f; fonksiyon

dizisinin noktasal limitinin f oldugu varsayilsin. Bu durumda,

frx = f(A-ist.)

olur. Ancak,
frx = f(A-equi ist.)
degildir. Gergektende € = %segilsin. VN € N i¢in In > N vardir yle ki

k € [n— [Vn] + 1,n] olmak iizere x € (TI\E, 1) olsun. Boylece,
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k n

1
i@l == 5] = 5] =3

olup istenen elde edilir.
2.7.7. Lemma: S, ve S2, sirasiyla tiim equi istatistiksel yakinsak ve A-equi istatistiksel
yakinsak dizilerin kiimesi olsun. Bu takdirde,
Ao M
S C S, e llmmfn7 >0
olmasidir (Srivastava vd., 2012).

Ispat: (f;,) fonksiyon dizisi equi-istatistiksel yakinsak ve lim inf,, %" > 0 olsun. Boylece

her € > 0 igin,
1
lim - l{k < n:|fi(x) — f(x)| = €}| = 0 (x e gore diizgiin)
n—oo

olur. Ayrica,

tk < n:|fie(x) = f(0)| = €} > {k: kel ve |fi(x) — f(x)| = €}

oldugundan,

1
LItk < 1) ~ ) 2 €312 ke kel ve ) ~ ()] = £}

1

A
> fﬂ [{k: kel ve |fi(x) = f ()| = €}

elde edilir. Burada,

A
lim 1nfn7>0

n—-oo

oldugundan

1
lim — |{k: kelyve ll f — f lceoy = £}| = 0 (x e gore diizglin)
n—-oo n

elde edilir. Bu da (f;) dizisinin f fonksiyonuna A-equi istatistiksel yakinsak oldugu

anlamina gelir. Boylece,

elde edilir.
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Simdi de,
A
liminf, — =0
n

oldugu varsayilsin. O halde, Ve > 0 ve sonsuz ¢oklukta n i¢in,

A
L<e
n

olur. € = % (j € N) olsun. Her j € N i¢in dyle bir n(j) segebiliriz ki,

Ay _ 1

n@) —Jj
yazilir. Bu alt dizi olusturulduktan sonra f;(x) dizisi,

wfy 4o

seklinde tanimlansin. Bu durumda f; - 0 (equi-ist.) elde edilir. Ancak

1
An(j)

|{k kEIn(]) ve fl(X) = 1}| =1

olup (f;) fonksiyon dizisi sifira A-equi istatistiksel yakisak degildir. Bu da x & S2

oldugunu gosterir.

Srivastava, Mursaleen ve Khan (2012), A-equi istatistiksel yakinsakligin bir uygulamasi

olarak asagidaki Korovkin tipi teoremi elde etmiglerdir.

2.7.8. Teorem: L,:C(X) — C(X) pozitif lineer operatorlerin bir dizisi olsun. Eger

e;(x) = x* olmak iizere i = 0,1,2 i¢in

L,(e;) = e; (A-equi ist.)
ise her f € C(X) ig¢in,

L.(f) = f(A-equi ist.)

olur (Srivastava vd., 2012).
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu tez calismasi, equi-istatistiksel yakinsaklik kavramini ¢esitli yakinsaklik tiirleri
yardimi ile tanitarak, bu yakinsaklik tiirlerinin Korovkin tipi yaklasim teoremlerine olan
etkilerini sistematik olarak incelemeyi amaclamaktadir. Bu kapsamda ilk olarak
Steinhaus (1951) ve Fast (1951) tarafindan tanimlanan istatistiksel yakinsaklik kavrami
temel alinmig, Gadjiev ve Orhan (2002) tarafindan gelistirilen istatistiksel yakinsaklik
yardimiyla Korovkin tipi yaklasim teoremi esas alinarak tezin teorik c¢ergevesi

yapilandirilmistir.

Calismada kullanilan yontemsel yaklasim, Balcerzak, Dems ve Komisarski (2007)
tarafindan ortaya konan equi-istatistiksel yakinsaklik kavramini esas almakta ve Karakus,
Demirci ve Duman (2008) tarafindan gelistirilen equi-istatistiksel Korovkin tipi yaklasim
teoreminin dayandig1 hipotezler {izerinden ilerlemektedir. Ayn1 zamanda Fridy ve Orhan
(1992) tarafindan gelistirilen lacunary istatistiksel yakinsaklik kavrami, Aktuglu ve Gezer
(2009) tarafindan tanimlanan lacunary equi-istatistiksel yakinsaklik perspektifinden
genisletilerek ele alinmis, bu kavramlar yardimiyla Korovkin tipi yaklasim teoremleri

elde edilmistir.

Buna ek olarak, Mursaleen (2000) tarafindan gelistirilen A-istatistiksel yakinsaklik
kavrami, Srivastava, Mursaleen ve Khan (2012) tarafindan tanimlanan A -equi istatistiksel
yakinsaklik kavrami yardimiyla fonksiyon dizileri baglaminda yeniden yorumlanmuistir.
Son olarak Abel ve Borel gibi iyi bilinen toplanabilme metodlarini iceren kuvvet serisi
metodu tanimlanmis ve kuvvet serisi metodu anlaminda istatistiksel yakinsaklik kavrami
ise Unver ve Orhan (2019) tarafindan verilen tanim cercevesinde ele alinmis, Demirci,
Dirik ve Yildiz (2022) tarafindan gelistirilen kuvvet serisi metodu anlaminda equi-
istatistiksel yakinsaklik kavrami yardimiyla Korovkin tipi teorem ve bir Voronovskaya

tipi teorem ispat edilmistir.
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4. BULGULAR

4.1. Kuvvet Serisi Metodu Anlaminda istatistiksel Yakinsaklik

Bu boliimde bir dizinin kuvvet serisi metodu anlaminda istatistiksel yakinsakligi

tanitilacak ve istatistiksel yakinsaklik ile karsilastirilamayacag1 gosterilecektir.

4.1.1. Tanim: (p,.) negatif olmayan reel terimli p, > 0 kosulunu saglayan bir dizi olsun.

p(t) = Z prt"
r=0

seklinde tanimli kuvvet serisi R € (0, ] olmak {izere R yakinsaklik yari¢apina sahip

olsun. Eger,

1 co
: T
0<1%21R‘ p(t) Z rprt
=0
limiti varsa, x = (x,-) dizisine kuvvet serisi metodu anlaminda yakinsaktir denir (Kratz
ve Stadtmiiller, 1989; Boos, 2000).
Kuvvet serisi metodunun regiilerligi asagidaki teorem ile karakterize edilmistir:

4.1.2. Teorem: Kuvvet serisi metodunun regiiler olmasi i¢in & Vr € N icin

. Drt”
lim =
0<t-R~ p(t)

olmasidir (Boos, 2000).

Kuvvet serisi metodu iyi bilinen Abel ve Borel gibi toplanabilme metodlarini

icermektedir.

Egerr € Ny ig¢inp, =1veR = lisep(t) = i olup kuvvet serisi metodu Abel metodu

ile cakasir.

Eger r € N i¢in p, = % ve R = oo ise p(t) = et, (t € R) olup kuvvet serisi metodu
Borel metodu ile ¢akismaktadir.

4.1.3. Ornek: |t| < 1 ve Vr € N i¢in p,, = 1 olsun. Bu durumda,
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[oe)

pO) =)t

r=0
olur. Genel terimi,

= ( )_{0, r tekise,
X =)= 2, r cift ise,

olacak sekilde (x,.) dizisi tanimlansin. O halde,

1 oo oo
i N T — 1i — 2r
tlLI}l_ s Z X Pyt tll)r{l_Z(l t) z t
=0 r=0

=1
olur. Bu durumda x = (x,.) dizisi kuvvet serisi metodu anlaminda 1 sayisina yakinsaktir.
Fakat, alisilmis anlamda yakinsak degildir.
4.1.4. Ornek: x = (x,) = (1,0,1,0, ...) seklinde tammlansin. r € N, igin p, =% ve
R = wise p(t) = e’ ile tammlanan kuvvet serisi metodu goz 6niine alinsin.

i 1 xrtr t2r et+e ) 1
im = im = (S55) =3

t—oo gt t—>oo et (Zr)' 2
r=0

olur. Boylece, alisilmis anlamda yakinsak olmayan x = (x,.) dizisi, kuvvet serisi metodu

anlaminda yakinsak olur.
Tez boyunca kuvvet serisi metodu regiiler kabul edilecektir.

Bir D © N, kiimesi i¢in P,-yogunluk kavrami ve reel terimli diziler igin kuvvet serisi

metodu anlaminda istatistiksel yakinsaklik kavrami Unver ve Orhan tarafindan 2019

yilinda asagidaki sekilde tanimlanmistir.

4.1.5. Tamm: D c N, olmak iizere,

0<t—>R p(t) Z prt’

reD
limiti varsa bu limit degerine D kiimesinin F,- yogunlugu denir ve § P, (D) ile gosterilir

Burada, 0 < Spp (D) < 1 oldugu asikardir (Unver ve Orhan, 2019).
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4.1.6. Ornek: D c N, alt kiimesi, D = {2r + 1:r € N, } ve (p,.) dizisi de, m € N i¢in

_{1, r=2m,
Pr=1, r=2m+1,

seklinde tanimlansin. Burada, 6§ P, (D) =0veds(D) = % oldugu kolayca goriiliir. O halde

Np m bir alt kiimesinin yogunlugu ile B,-yogunlugunun her zaman birbirine esit olmasi
gerekmedigi goriilmiis olur. Ayrica belirtilmelidir ki, B,- yogunlugu mevcut olmayan bazi

kiimeler vardir (Unver, 2015).
4.1.7. Tanmm: Her € > 0 i¢in, D, = {r € Ny: |x,, — B| = €} olmak iizere,
li L t'=0
0<%21R—p(t) Z pri =
T€D¢
esitligi saglaniyorsa, yani, 5pp (D) = 0 oluyorsa x = (x,) dizisi B sayisina kuvvet serisi
metodu anlaminda istatistiksel yakinsaktir denir ve Stp, -lim x = B ile gosterilir (Unver

ve Orhan, 2019).
Simdi de ifade edilen tanimlarin 1s18inda bazi1 6rnekler incelensin.

4.1.8. Ornek: (p,) ve (x,) dizileri asagidaki sekilde tammlansin: k € N, olmak iizere

{1, r = k?,
pr =

0, r # k?,
ve
x—{ 0 , r =k?,
"oolr+1, r #+ k2.

Tam karelerin kiimesi sifir yogunluklu oldugundan, sifir yogunluklu indis kiimesi diginda,
yani 1 yogunluklu indis kiimesi iizerinde dizinin alt dizisi iraksak oldugundan bu dizi

istatistiksel yakinsak degildir. Fakat,
li —1 t"=0
0<t k- p(t) prit =

re{reNg:|x,|=&}

oldugundan x = (x,) dizisi 0 sayisina kuvvet serisi metodu anlaminda istatistiksel

yakinsaktir.
Simdi de x = (x,) dizisi k € N, olmak iizere

x_{rz, r =k?,
r 0, r + k2,
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seklinde alinirsa, x = (x,.) dizisinin O sayisina istatistiksel yakinsak oldugu goriiliir.

Ancak,

_ 1
o<l%£>nR- p(t)

re{reNg:|x,|=€}

pt" #=0

oldugundan x = (x,) dizisi 0 sayisina kuvvet serisi metodu anlaminda istatistiksel

yakinsak degildir.

Yukarida verilen ornekler neticesinde istatistiksel yakinsaklik ile kuvvet serisi metodu
anlaminda istatistiksel yakinsaklik arasinda igerirligin olmadigi goriliir. Yani; bu iki

yakinsaklik metodu karsilagtirilamaz.

Kuvvet serisi metodu anlaminda istatistiksel yakinsaklik kavramini kullanarak Unver ve

Orhan (2019) asagidaki Korovkin tipi yaklasim teoremini elde etmislerdir.

4.1.9. Teorem: L,: C[a,b] — C[a,b] pozitif lineer operatorlerin bir dizisi olsun. Eger,

e;(x) = x* olmak iizere her i = 0,1,2 i¢in

Stp, — i 1| Lye; — e llcfap = 0
ise her f € Cla, b] i¢in,

stp, — rll_)rglo W L.f — f llciap) = 0

saglanir (Unver ve Orhan, 2019).
4.2. Kuvvet Serisi Metodu Anlaminda Equi-Istatistiksel Yakinsakhik

Bu bolimde kuvvet serisi metodu anlaminda istatistiksel noktasal yakinsaklik,
istatistiksel diizgiin yakinsaklik ve equi-istatistiksel yakinsaklik kavramlar1 tanitilacaktur.

U, reel sayilarin kompakt bir alt kiimesi ve g, g, € C(U) olmak {izere,
Kr(x,€) = {r € N:|g,; (x) — g ()| = &},
D.(e)={reN:llg,—g lew) = e} kiimeleri tamimlanstn.

4.2.1. Tammm: Eger, her € > 0 ve her bir x € U i¢in,

. 1
o, (K (x9) = Jim oo ), pit” =

reKy(x,g)

37



oluyorsa, (g,) dizisi U Tlzerinde g fonksiyonuna kuvvet serisi metodu anlaminda
istatistiksel noktasal yakinsaktir denir ve bu durum g, — g (Stpp) ile gosterilir (Demirci

vd., 2022).
4.2.2. Tammm: Eger her € > 0 i¢in,

ro_
6Pp(D (5))_ 0<t—>R p(t) D()Prt =0
reDy(

oluyorsa, (g,) dizisi U iizerinde g fonksiyonuna kuvvet serisi metodu anlaminda
istatistiksel diizgiin yakinsaktir denir ve bu durum g, 3 g (stpp) ile gosterilir (Demirci

vd., 2022).

4.2.3. Tammm: Eger her € > 0 i¢in,

6P (K (x, s)) = p-t" = 0, (x e gore diizgiin)

0<t—>R p(®)

reKy(x,e)
saglantyorsa, (g,) dizisi U iizerinde g fonksiyonuna kuvvet serisi metodu anlaminda
equi-istatistiksel yakinsaktir denir ve bu g, » g (estpp) ile gosterilir (Demirci vd.,

2022).

Bu tanimlar g6z oniine alindiginda asagidaki sonug elde edilir.

4.2.4. Lemma: Eger, g, 3 g (stpp) ise gr>g (estpp) ve g > g (estpp) ise
9r—9g (stpp) olur (Demirci vd., 2022).

Simdi de bu lemmanin tersinin her zaman dogru olmadigina dair 6rnekler verilsin. Bu
anlamda ilk 6rnek kuvvet serisi metodu anlaminda equi istatistiksel yakinsamanin kuvvet
serisi metodu anlaminda istatistiksel diizgilin yakinsamadan daha gii¢lii oldugunu, ikinci
ornek ise kuvvet serisi metodu anlaminda istatistiksel noktasal yakinsamanin bu anlamda

equi-istatistiksel yakinsamadan daha giiclii oldugunu gostermektedir.

37— 1 37"37‘ 1] B [37"37‘ 1

4.2.5. Ornek: U = [0,1], A = [ — = olsun. Vx € U igin

g(x) = 0 ve (g,) fonksiyon dizisi de U tizerinde, k € N olmak tizere
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( 1 2 .
—Br(x—gr_1>, r=k*vex € Aise
1
gr(x) =4 3r<x—?) , r = k? ve x € B ise,
0 , r=k?*vex & AU B ise,
\ r ) r #+ k?

seklinde tanimlansin. Bunun yani sira,

_ {1, r bir tam kare ise,
Pr = 0, r bir tamkare degilse,

seklinde tanimlanan kuvvet serisi metodu géz oniine alinsin. Boylece,

6pp ({r: r bir tamkare degilse}) = 0 ve r bir tamkare ise Vx € U i¢in,

{r eN: |g,(x) —g@)| Z e} < [{reNig,(x) #0=e}| <1
elde edilir. O halde Vx € U ve ry € N i¢in,

1 1
— t" <——=p,.t"° >0 0<t—->R"

{reN: |gr(x)-g(x)|z¢€}

olacagindan g, » g (estpp) elde edilir. Ancak, (g,) fonksiyon dizisinin tanimindan

lgrllcwy = 7 olur. Dolayisiyla (g,) fonksiyon dizisi g = 0 fonksiyonuna ne istatistiksel

diizgiin yakinsak ne de kuvvet serisi metodu anlaminda diizgiin yakinsak degildir.
4.2.6. Ornek: U = [0,1] olsun. ( g,") fonksiyon dizisi U iizerinde asagidaki sekilde

tanimlansin.

r

'(x) = {x , 1 bir tam kare degilse,
Ir ~ Lo, 7 bir tam Kare ise,

Burada x € U olmak iizere lim g,'(x) = g'(x) oldugu kabul edilsin. Ayrica kullanilacak
T —00
kuvvet serisi metodu da,

. {1, r bir tam kare degilse,
Pr =10, r bir tam kare ise,

seklinde tanimlansin. Bu takdirde her bir x € U i¢in,

1
. e —
0<1%I—n>R— p'(t) z pritt =0
re{reNo:lg,' (x)—g' (x)|z€}
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olup, g,' = g’ (stpp) elde edilir. p,’ tanimindan 8, ({r: r bir tam kare}) = 0 oldugu

goriiliir. r bir tam kare degilse, herhangi bir x € <T\E, 1) icin g = % alinirsa,

T
1

1
lg-" ()| = [x"| = 3 =3

elde edilir. Boylece,
1

li —_— "t
0<toR- p'(t) Prt
re{reNg:|g,' (x)-g' (x)|z€}

1
S S p't" # 0
0<taR- 37 147
< Zr_o pr't re{reNg:lg,’ (x)—g' (x)|z€}

oldugu goriiliir. Boylece,
A 4
saglanmaz.

4.2.1. Kuvvet serisi metodu anlaminda equi-istatistiksel yakinsakhk yardim ile

Korovkin tipi yaklasim teoremi

Bu bolimde 2022 yilinda Demirci, Dirik ve Yildiz tarafindan kuvvet serisi metodu
anlaminda equi-istatistiksel yakinsaklik kavrami kullanilarak elde edilen Korovkin tipi

yaklagim teoremi verilecektir.

4.2.1.1. Teorem: L,: C(U) — C(U) pozitif lineer operatdrlerin bir dizisi olsun. Boylece

ei(x) = x! olmak iizere her i = 0,1,2 icin,
Le(e)  ei (e, ) (42.1.1)
saglantyor ise her f € C(U) ig¢in,
L.(f) > f (estpp) (4.2.1.2)

olur (Demirci vd., 2022).

Ispat: f € C(U) ve x € U olsun. f nin U iizerindeki siirekliliginden dolay1 K = ||f lew)

olmak tizere,
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If(@©) = fl < 2K

esitsizligi saglanir. f nin U tizerindeki siirekliliginden dolay1 Ve > 0 i¢in 3§ > 0 dyle ki
|t — x| < 6 kosulunu saglayan Vx, t € U igin |f(t) — f(x)| < € olur. Burada,

h(t) = (t — x)?
secilirse,

2K
lf&) —f)| <e+ Fh(t) (4.2.1.3)
sonucu elde edilir. L, nin pozitif lineer operatdr olmasi sebebiyle,
Ly (f; ) = FOOI = |Ly (F (&) = F ;%) + £ () (Lr(eo; %) — €o(x))]

< Lo (I£(®) = O] x) + KLy (eg; x) — €9 (x)] (4.2.14)

olur. Burada yer alan "L,.(|f(t) — f(x)|;x)" terimi igin gerekli hesaplamalar

yapildiginda (4.2.1.3) kullanilarak

L(IF(®) = F2) < Ly (£ + S5 h(e); x)

= ¢|L,(eg; x) — eo(x)| + i—ler(h(t);x) +¢ (4.2.1.5)

elde edilir. Simdi de " L, (h(t); x)" terimi igin hesaplamalar yapildiginda
Ly (h(t);x) = L ((t — x)% x)
= L.(t? = 2tx + x%;x)
< |L (e x)—e ()| + 2 1l e e |L,(eq; %) — €1 ()|
+ ez Ny [Lr(eg; x) — eg(x)| (4.2.1.6)

oldugu goriiliir. (4.2.1.4), (4.2.1.5) ve (4.2.1.6) numarali esitsizlikler kullanilarak,

Il e, I ey e 2K
2 = maks {s FK 2K AR ‘F}

olmak iizere,

Il e, ”C(U)

|Lr(f;x)—f(x)|Se+(£+K+2K 52

) 1L, Ceoi ) — eu(e)
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Il e |

lew) 2K
K [Lr(e; ) — e (0] + 57 [Lr(e2; %) — e ()]

é
< AL, (eo; x) — eg(x)| +|L(e1; x) — e (x)]
+1Ly(ez; %) —e2(X)|} + &
oldugu goriiliir. Herhangi bir x € U ve i = 0,1,2 i¢in,

R.(x,&") ={r € No: [L,.(f;x) — f(x)| = &'}

g —e g —e
Ri,r <X,T) = {T € NO: |Lr(ei;x) — ei(x)l = 31 }

kiimeleri tanimlansin. Boylece, (4.2.1.7) esitsizlikten

) ? g —¢
R,.(x,¢&'") c uRi'r X'T
i=

sonucu elde edilir. Boylece,
2
o5 2 P re 2wt
prt’ = p
p(t) N &p@® LT
reRy(x,e") i=0 egl—¢
TGR,:'T X,T)
elde edilir. O halde (4.2.1.1) hipotezleri kullanilarak U iizerinde

Le(f) > f (esty, )

sonucuna ulasilir ve (4.2.1.2) gosterilmis olur.

(4.2.1.7)

Asagida 4.2.1.1. Teorem’i saglayan fakat klasik ve kuvvet serisi metodu anlaminda

istatistiksel yakinsaklik yardimi ile verilen Korovkin teoremlerini saglamayan bir 6rnek

verilmistir.

4.2.1.2. Ornek: U = [0,1], B,.(f;x) de C(U) iizerinde (2.3.1) ile tamml1 Beirnstein

polinomu ve (g,-), 4.2.5. Ornek’te tanimh1 fonksiyon dizisi olsun. x € U ve f € C(U)
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1¢in,

L.(f;x) = (1 + g,(x))B,.(f; x) (4.2.1.8)
tanimlansin. Ayrica,
) = {1, r bir tam kare ise,
Pr) =10, r bir tam kare degilse,

olsun. Bu durumda,
L(eq; x) = (1 + gr(x))eo(x)

L.(e;;x) = (1 + gr(x))el(x)

Ly(ey;x) = (1 i gr(x)) Iez(x) + (M)l

oldugu goriiliir. 4.2.5. Ornek’ten g, » g =0 (estpp) oldugundan i = 0, 1, 2 i¢in,

Lr (ei) i ei(estpp)

elde edilir. O halde 4.2.1.1. Teorem’in kosullar1 saglandigindan her f € C(U) icin U

tizerinde
Le(F) > f(esty,)

elde edilir. Ancak, (g,) fonksiyon dizisi kuvvet serisi metodu anlaminda istatistiksel
diizgiin yakinsak olmadigindan Unver ve Orhan tarafindan verilen 4.1.9. Teoremi
saglamaz. Benzer sekilde (g,) fonksiyon dizisi g = 0 fonksiyonuna alisilmig anlamda
diizgiin yakinsak da olmadigindan 2.3.1. Teoremi de saglamadig1 goriiliir. Bu durum,
4.2.1.1. Teorem’in 2.3.1. Teorem ve 4.1.9. Teorem’in 6nemsiz olmayan bir genellemesi

oldugunu gosterir.

4.3. P,-Equi Istatistiksel Yakinsama Oram

Bu béliimde siireklilik modiilii yardimiyla diziler i¢in kuvvet serisi metodu anlaminda
equi-istatistiksel yakinsama oranlari incelenecektir.
Bir fonksiyonun siireklilik modiilii f € C(U) ve § > 0 olmak tizere,

w(f,8) = sup{lf (&) — f)I: It —x[ <8, x,t €U}

ile tanimlidir.
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4.3.1. Teorem: (L,), C(U) iizerinde taniml pozitif lineer operatérlerin bir dizisi olsun.

Eger,
(i) U Uzerinde L, (ey) — e, (estpp),
(i) y(t) = (t — x)? ve §, = §,(x) = /L, (y; x) olmak iizere U lizerinde,
w(f,8,) > 0(es,)
ise Vf € C(U) igin U tizerinde,
L (f) > f(est,,)
olur (Demirci vd., 2022).

Ispat: f € C(U) ve x €U olsun. L, nin ve w siireklilik modiiliiniin sahip oldugu

ozelliklerden, K =|| f ll¢(yy olmak tizere
1L (f52) — FOOI < L (1f (8) = fCL; %) + [ fCoILr-(e; x) — €9 ()]

<1, (1452 0(f, 09 x) + KlLr (e ) = eo )]

= w(f, 8)L,(e0; 2) + L2 L, (y(£); )

+K|L,(eg; x) — €9 (x)]
oldugu goriiliir. § = §,: = §,(x) = m secilirse,
1L (f; %) = ()| < K|L(e0; X) — eo(x)] + 20 (f, 6;)
+w(f, 8;)|Lr(eg; X) — eo(x)| (4.3.1)
elde edilir. Herhangi bir x € U ve €' > 0 igin,

R.(x,&") ={r € No: [L,.(f;x) — f(x)| = &'}

! SI
Ry, (x:_> = {r‘ € No: [L,(eg; x) — ep(x)| = 31(}

! gl
RZ,T' <x,_> =T E No: (U(f, 5-,«) 2 E}

!

Rz, <x%) =3r € Ng: w(f, 6,)|L,(eg; x) — ep(x)| = %}
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kiimeleri tanimlansin. Boylece (4.3.1) esitsizlikten yararlanilarak

, e &' e
R, (x,e") c Ry, | x T UR,, | x e UR3, X3

elde edilir. Ayrica,

&' &'
Ryr| x, 3= rENO:a)(f,&)Z\g

&' g’
Rs, | x, 3 =471 € Ng: |Lr(90}x)—eo(x)|2j;

kiimeleri tanimlansin. Boylece,

e e e’ e
R.(x,&") € Ry, X3 UR,, X, URy,| x, 3 URs, | x, 3

elde edilir. O halde,

2% Z prt" < (t) Z prtr (t) Z prtr

reR,(x,e")

+% Z prt’ +% Z prt”

- -
olur. O halde, (i) ve (i1) hipotezlerinden U iizerinde, Vf € C(U) igin,
Lr(f) > fese,)
elde edilir ve istenen gosterilmis olur.

4.3.2. Sonug: 4.3.1. Teorem’in (i) ve (ii) kosullar1 U iizerinde e;(x) = x* olmak iizere

i =0,1,2 icin
Lr(e) > ei(esty ) (43.2)
ile degistirilirse (L,.) operatoriiniin pozitifligi ve lineerliginden buradan
L (y(£); x) = Ly(ep; x) — 2xLy(e1; x) + x*Ly(eo; x)

olup, A =1+ 21 e llgw)+Il ez llgeyy olmak tizere
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L0 <2 ) L) — @) (433)
i=0

esitsizligi elde edilir. Simdi de (4.3.2) ve (4.3.3) birlikte diisiiniildiigiinde U iizerinde,

0 = 6,(x) = vV L.(y;x) » O(estpp)
elde edilir ve boylece U iizerinde,
w(f,8,) > O(estpp) (4.3.4)

oldugu goriiliir. (4.3.4) sonucu 4.3.1. Teorem’de kullanilirsa her f € C(U) igin U

tizerinde
Le(F) > f (st

elde edilir. Boylece (4.3.2) kosulu, 4.3.1. Teorem’deki (i) ve (ii) kosullarinin yerini alirsa
4.2.1.1. Teorem’deki pozitif lineer operatorler dizisi i¢in kuvvet serisi metodu anlaminda

equi-istatistiksel yakinsaklik orani elde edilir.
4.4. Voronovskaya Tipi Yaklasim Teoremi

Bu boliimde (4.2.1.8) ile tanimli (L,) pozitif lineer operatorler dizisi igin kuvvet serisi
metodu anlaminda equi-istatistiksel yakinsaklik kullanilarak bir Voronovskaya tipi

yaklagim teoremi ispatlanacaktir.
4.4.1. Lemma: x € [0,1] olsun. U tizerinde,

2L, ((t —x)*x) > 3e,(1 — el)z(estpp) (4.4.1)

olur (Demirci vd., 2022).

Ispat: (L,) pozitif lineer operatoriiniin tanimi gdz oniine almip gerekli hesaplamalar

yapildiktan sonra

r

r2L.((t — )% x) = A + g,(x)) {3x2(1 RN Gl 1)}

olarak elde edilir. Boylece,

Ir2L, (¢ — )% %) = 3x2(1 — 2)?| < 12g,(x) + (1 + g, (1)) = (4.4.2)
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olur. O halde U iizerinde
gr > g = 0(est, )
oldugundan
129,(x) + (1 + g, () % > 0(esey, ) (4.4.3)

sonucuna varmak kolaydir. Dolayisiyla, (4.4.2) ve (4.4.3) sonuglart birlikte

degerlendirildiginde istenen gosterilmis olur.
4.4.2. Teorem: Her f € C(U), f', f"" € C(U) igin U iizerinde i = 0,1, 2 i¢in e;(x) = x!
olmak tizere,

rWr() = ) > 252 " (esep,)
olur (Demirci vd., 2022).

spat: x e Uve f', f" € C(U) olsun. h, fonksiyonu,

f@) = fx) = f')(E —x) —%f”(t —x)?
hx(t) ~ (t—x)2 0

0 , t=x

t#+x

seklinde tanimlansin. Ayrica hipotez geregi h,(x) =0 ve h,(.) € C(U) olsun. Taylor
formiilii kullanilarak her f € C(U) igin,

FO = £ + /(=) 4 5 (=002 + Ay (O)(E — )
elde edilir. L, operatorlerinin lineerligi kullanilarak,
L (F5) = (L +6,(0) + 1Ly (¢~ 2)5)
2 F L (€ =205 2) + Ly (i () — )% %)

yazilir. Boylece,

(x —x»)(1+ g,(x))
2r

L. (f;x) = fO)(1 + g, () + £ + L (hy (D) (£ = x)% %)

sonucu elde edilir. Bu da,
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(x—x3)(1+ g,(x)) e

r{L.(f;x) — f(x)} = rg, () f (x) + >

)

+rL,(h, (t)(t — x)?;x) (4.4.4)

sonucunu verir. Simdi Cauchy-Schwarz esitsizligi (4.4.4) esitliginin sag tarafindaki 3.

terime uygulanirsa,

1L (h, () (t — x)%; %) | < (Lr(hxz(t); x))E (r2L,((t — )% x))% (4.4.5)

elde edilir. Ayrica, @, (t) = h,*(t) olmak iizere ¢, (x) =0 ve ¢,(.) € C(U) oldugu
goriiliir. Ote yandan kuvvet serisi metodu anlaminda equi-istatistiksel yakinsaklik

yardimiyla elde edilen Korovkin teoremi kullanilarak U iizerinde
Ly (he (£); %) = Lr (0x(£); %) = () - O(esz,, ) (4.4.6)
elde edilir. Ayrica (4.4.1) ve (4.4.6) denklemi kullanilarak, (4.4.5) esitsizliginden,
rLy (R (E)(t = )% %) > 0(e, ) (44.7)
elde edilir. O halde (4.4.7), (4.4.4) ve U lizerinde g, » g = O(estpp) oldugu g6z oniine

alinirsa U lizerinde

€ —€ .,
" str,)

r(Lr(f) _f) >

olur ve bdylece ispat tamamlanir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda alisilmis diizglin yakinsaklik ve istatistiksel diizgiin yakinsakligi
iceren equi-istatistiksel yakinsaklik kavrami temel olarak goz oniine alinmistir. Bunun
yani sira equi-istatistiksel yakinsaklik tanimi lacunary istatistiksel yakinsaklik ve A-
istatistiksel yakinsaklik kavramlar ile birlikte diisliniilerek yeni yakinsaklik cesitleri
tanitilmigtir. Ayrica Abel ve Borel metodlar1 gibi iyi bilinen metodlar1 da iceren kuvvet
serisi metodu kullanilarak kuvvet serisi metodu anlaminda equi-istatistiksel yakinsaklik
kavrami tanitilmistir. Buna ek olarak bu tanitilan equi-istatistiksel yakinsaklik kavramlari
yardimi ile literatlirde oldukca 6nemli bir yeri olan Korovkin tipi yaklasim teoremleri
verilmis ve daha giiclii sonuclar elde edildigi 6rneklerle gosterilmistir. Bu ¢alismadan elde
edilen sonuglar kullanilarak farkli yakinsaklik tiirleri yardimiyla equi-istatistiksel
yakinsaklik tanitilabilecegi gibi farkli uzaylarda bu yeni elde edilen yakinsaklik tiirleri
yardimi ile Korovkin tipi teorem incelenebilir. Bdylelikle daha giiglii sonuglar elde

edilebilir.
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