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OZET

YUKSEK LiSANS TEZi

KANAL VE DOLGU YUZEYLERININ DIFERANSIYEL GEOMETRISI

ERSOY KUNTECI

SINOP UNIVERSITESI LISANSUSTU EGITiM ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIiM DALI

DANISMAN: DR. OGR. UYESi ERDEM KOCAKUSAKLI

Bu tez caligmasi bes bolimden olusmaktadir. Birinci boliim giris i¢in ayrilmustir. ikinci
boliimde egri-ylizey teorisi, kuaterniyonlar ve kanal ylizeyleri ic¢in temel kavramlar
tamtilmistir. Ugiincii boliimde, kiiresel gosterge egrileri yardimi ile iiretilen tiip ve kanal
ylizeyleri tanitilmistir. Bu yiizeylerin alternatif hareketli ¢atiya gore parametrik denklemleri ve
Ozellikleri verilmistir. Ayrica parametrize edilen bu yiizeyler kuaterniyonlar yardimi ile ifade
edilmis ve orneklendirilerek grafikleri ¢izilmistir. Dordiincii boliimde, tezin orijinal kismi olan
dolgu (embankment) ylizeyleri, dolgu benzeri (embankment-like) yiizeyler ve tiip dolgu benzeri
(tubembankment-like) yiizeyler verilerek kiiresel gosterge egrileri i¢in alternatif hareketli ¢atiya
gore parametrize edilmistir. Ardindan kuaterniyonlar ve matrisler yardimiyla bu yiizeyler daha
basit sekilde ifade edilmistir. Ayrica parametrize edilen bu yiizeyler 6rneklendirilerek, grafikleri
cizilmistir. Son boliim sonug ve 6neriler kismina ayrilmistir. Bu boliimde genel bir degerlendirme
yapilarak gelecek ¢aligmalar iizerinde durulmustur.
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ABSTRACT

MSC THESIS

DIFFERENTIAL GEOMETRIES OF THE CANAL AND EMBANKMENT
SURFACES

ERSOY KUNTECI

SINOP UNIVERSITY INSTITUTE OF GRADUATE PROGRAMS
DEPARTMENT OF MATHEMATICS

SUPERVISOR:ASST. PROF. ERDEM KOCAKUSAKLI

This thesis consists of five sections. The first section is devoted to the introduction. In the second
section, the basic concepts for curve—surface theory, quaternions, and canal surfaces are
introduced. In the third section, tube and canal surfaces generated by means of spherical indicatrix
curves are presented. The parametric equations and properties of these surfaces are given
according to the alternative moving frame. In addition, these parametrized surfaces are expressed
with the help of quaternions and illustrated with examples and graphs. The fourth section, which
constitutes the original part of the thesis, presents embankment surfaces, embankment-like
surfaces, and tubembankment-like surfaces, which are parametrized according to the alternative
moving frame for spherical indicatrix curves. Then, with the aid of quaternions and matrices,
these surfaces are expressed in a simpler form. Furthermore, the parametrized surfaces are
illustrated with examples and their graphs are drawn. The final section is devoted to conclusions
and suggestions. In this section, a general evaluation is made and possible directions for future
work are discussed.
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1. GIRIS

Diferansiyel geometri, egriler ve ylizeyler arasindaki iliskileri inceleyen temel alanlardan
biri olarak, cesitli geometrik yapilar lizerinde kapsamli analizler yapilmasina imkan
tanimaktadir. Ayrica, uzayda tanimli olan egri ve ylizeylerin lokal ve global 6zelliklerini
inceleyen temel bir matematik dali olarak, ¢esitli geometrik yapilarin analizi i¢in giicli
araclar sunmaktadir. Bu yapilarin basinda, bir regiiler egri boyunca hareket eden ve belirli

kurallara gore olusturulan yiizeyler gelmektedir.

Yiizeyler teorisi, 3-boyutlu Oklid uzaymda uzun siiredir yogun olarak calisilan bir
alandir. Bu c¢ercevede donel yiizeyler, kanal yiizeyleri, tiip yiizeyler ve dolgu (set)
yiizeyleri gibi 6zel yiizey tiirleri, geometrik anlamda biiylik 6neme sahiptir. S6z konusu
ylizeyler, bir egri boyunca yapilan ¢esitli hareketler sonucunda olusan zarf yiizeylerdir.
Yani, bir uzay egrisi boyunca hareket eden bir dizi kiire ve koni ailesinin zarflarindan
elde edilen yiizeyler hem teorik hem de uygulamali agidan biiylik 6nem tagimaktadir. Bu
ylizeyler hem kuramsal agidan hem de uygulamali modelleme siireglerinde dikkat ¢ceken
yapilar arasinda yer almaktadir. Bu tiir ylizeyler, sirasiyla kanal yiizeyleri ve dolgu (set)
ylizeyleri olarak adlandirilir ve diferansiyel geometri literatiiriinde uzun siiredir ilgi géren

konular arasinda yer almaktadir.

Kanal yiizeyleri, degisken yarigapli bir kiirenin bir egri boyunca hareketinden elde edilen
zarf ylizeyler olarak tanimlanir ve ilk kez Monge tarafindan incelenmistir (Monge,1795).
Bir kanal yiizeyi, bir regiiler egri boyunca yer degistiren ve her noktada bu egriye
merkezleri oturan bir kiire ailesinin zarflarindan olusur. Bu yiizeyler, 6zellikle bilgisayar
destekli geometrik tasarim (CAGD), gorsellestirme, robotik ve mimari modelleme gibi
birgok alanda uygulama bulmaktadir. Kanal yiizeylerinin 6zel durumlarindan biri, yarigap
fonksiyonunun sabit oldugu #ip yiizeyleridir. Bu smirlayict durum, bir¢ok hesaplamay1
basitlestirdigi gibi, ylizeyin geometrik 0Ozelliklerinin daha sistematik bi¢imde
incelenmesine olanak tanir. Ayrica, yaricap yalnizca bir agiya bagliysa bu yiizeyler

genellestirilmis tiip yiizeyler olarak adlandirilir.

Kanal ve tiip ylizeylerinin geometrik 6zelliklerini anlamak, bu ylizeylerin egrilik yapilari,
parametrizasyon bigimleri ve ¢ati teorileri ile sik1 bigimde iliskilidir. Ozellikle Frenet ve

Bishop catilar1 yardimiyla bu tiir yiizeylerin parametrik ifadeleri detaylandirilabilir ve



buna bagl olarak temel bigimler, Gauss egriligi ve ortalama egrilik gibi 6l¢iitler analiz

edilebilir.

Kanal ve tiip yiizeyleri gerek teorik gerekse uygulamali agidan genis dl¢iide arastirilmis
ve calisilmistir. Gray bu yiizeylerin grafiksel gosterimlerini Mathematica programiyla
sunmustur (Gray,1999). Gross bu yiizeyleri analitik ve cebirsel agilardan ele almistir
(Gross, 1994). Ugum ve ilarslan ise farkl1 bakis acilarryla konuya katki saglamistir (Ugum
& filarslan 2015). Karacan, Weingarten tipi tiip yiizeyler ve geodeziklerini cesitli
uzaylarda incelemistir (Karacan & Yayli, 2008).

Kanal yiizeylerine benzer sekilde, dolgu yiizeyleri de bir egri boyunca hareket eden
konilerin olusturdugu zarf yiizeyler olarak tanimlanir (Hartman, 2003). Dolgu yiizeyleri,
her biri belirli bir noktada egriye teget olacak sekilde yerlestirilmis konilerin yiizeylerinin
birlesimiyle olusur. Bu tiir yiizeyler, konilerin tepe noktalarmnin, eksen ydnlerinin ve
aciklik agilarinin egriye bagl olarak degismesine imkan tantyarak, oldukca zengin bir
geometrik cesitlilik sunar. Ancak bu ylizeylerin parametrizasyonu kendi bilesenlerine
bagl oldugundan ifade edilmesi daha zordur. Bu sebeple, degisken fonksiyonlara bagl
dolgu-benzeri yiizeyler ile sabit fonksiyonlara bagh tiip-dolgu-benzeri yiizeyler literatiire
kazandirilmistir. Bu tiir yiizeyler, diferansiyel geometri agisindan hem daha kolay analiz

edilebilir hem de uygulama alanlarinda daha dogrudan kullanilabilir niteliktedir.

Bu yiizeyler, 6zellikle jeoloji miithendisliginde genis bir kullanim alanina sahiptir. Yol,
tiinel ve baraj gibi yapilarin tasariminda, zemin kaymalarini onleyici olarak tercih
edilmektedir. Bu tiir miihendislik yapilarina yonelik geometrik modellerin ve ifadelerin

elde edilmesi, uygulamalarin kolaylastirilmasi agisindan 6nemlidir.

Literatiirde dolgu ve dolgu benzeri yiizeylere dair ¢aligmalar sinirl sayidadir. Onemli
calismalardan biri, Kazan ve Karadag tarafindan yapilmistir. Bu ¢alismada 3-boyutlu
Oklid uzayda diizgiin egriler araciligiyla dolgu, dolgu-benzeri ve tiip-dolgu benzeri
ylzeyler incelenmis; kuaterniyonik ifadeleri verilmis ve Mathematica programi
yardimiyla grafik ¢izimleri gerceklestirilmistir (Kazan & Karadag, 2019). Mahmoud ve
Abd ElHafez ise izotropik Weingarten dolgu ylizeylerini geometrik agidan incelemis,

orneklerle birlikte yiizey grafiklerini sunmuslardir (Mahmoud & Abd ElHafez, 2022).

Bir egri boyunca tanimlanan yiizeylerin parametrik ifadeleri, homotetik hareketler ve
matris temsilleri yardimiyla sadelestirilebilir. Hamilton tarafindan tanimlanan

kuaterniyonlar, bu baglamda hem ifade kolaylig1 saglar hem de hesaplamalarda pratiklik



sunar (Hamilton, 1844). Kuaterniyonlarin hareket geometrisinde sagladigi avantajlar,

onlar1 ylizey denklemlerinin ifadesinde vazgeg¢ilmez kilmistir.

Yiizeyler teorisine kuaterniyonik olarak yaklasim bir¢ok c¢alismada benimsenmistir:
Aslan ve Yayl, diizgiin bir egri yardimiyla olusturulan kanal yiizeylerini kuaterniyonlarla
ifade etmistir (Aslan & Yayl, 2016). Gok, kiiresel gosterge egrileri kullanarak
olusturdugu kanal ve tiip yiizeylerin matris ve kuaterniyonik temsillerini sunmustur (Gok,
2017). Dogan ise doktora ¢alismasinda bu yiizeyleri farkli uzaylarda ele alarak Bishop
catisina gore degerlendirmistir (Dogan, 2012). Ates ve digerleri de bu c¢atida kiiresel
egrilerin olusturdugu tlip yiizeylerinin bazi ozelliklerini elde etmis ve Orneklerini

vermisglerdir (Ates vd., 2018).

Bu calismada, regiiler bir uzay egrisi tarafindan olusturulan kiire zarf ailesine dayali kanal
ylizeyleri ve bunlarin 6zel durumlari olan genellestirilmis tiip ve tiip yiizeyleri detayli
olarak ele almacaktir. Oncelikle, Oklid catis1 ile ilgili temel teoriler hatirlatilacak;
ardindan, bu ¢at1 yardimiyla yiizeylerin parametrik tanimlamalar1 yapilacak ve temel
geometrik ozellikleri irdelenecektir. Dahasi alternatif hareketli cat1 tanitilacak ve Frenet
catist ile iliskisi verilecektir. Yiizeyin dayanak egrisi olan birim hizli egrinin Frenet ¢atisi
yardimi ile kiiresel gosterge egrileri tanimlanacaktir. Ardindan, kiiresel gosterge egrileri
yardimiyla iiretilen kanal, genellestirilmis tiip ve tlip ylizeyleri alternatif hareketli ¢atiya
gore parametrize edilecektir. Diferansiyel geometride Hamilton tarafindan tanimlanan
reel kuaterniyonlar gerek egri gerekse yiizey teorisinde hareketleri ifade etmekte isleri
kolaylastiran bir rol oynamaktadir. Kuaterniyonlara karsilik gelen matrisler de homotetik
hareketlerde oldukga islevseldir. Bu bakimdan oldukga fayda saglayan bir yapiya sahiptir.
Bu caligmada da elde edilen ylizeylerin parametrik denklemi verildikten sonra
dogrultman vektor yardimiyla olusturulan birim reel kuaterniyon yiizeyleri daha kolay
ifade etmemize olanak saglayacaktir. Sonrasinda bu kuaterniyona karsilik gelen matris
yardimiyla ylizey denklemlerinin matris temsilleri verilecektir. Ardindan, teorisi verilen
bu yiizeyler orneklendirilecek ve Mathematica programi yardimiyla ¢izilen grafikleri

verilecektir.

Ayrica, alternatif hareketli catiya gore, birim hizl regiiler bir egrinin kiiresel gostergeleri
tarafindan dolgu, dolgu benzeri ve tiip dolgu benzeri yiizeylerin parametrizasyonlari elde
edilecektir. Dahasi, bu elde edilen yiizey denklemleri reel kuaterniyon ¢arpimi ve karsilik

gelen matrisler kullanilarak daha basit sekilde ifade edilecektir. Son olarak, teorik bir



sekilde ifade edilen kiiresel gosterge egrilerinin olusturdugu tiip dolgu benzeri yiizeyler

orneklendirilecek ve Mathematica programi tarafindan ¢izilen grafikleri verilecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tez boyunca kullanilacak olan temel bilgilere yer verilecektir.

Tamm 2.1 R reel sayilar cismi {izerinde V bir vektdr uzay1 olmak tizere, V v,w € V i¢in
V vektor uzayinda,

()»VxXV->R
(rv,w) > () (v,w) =(v,w) ER

i¢ carpim fonksiyonu tanimlanabilirse, V' vektor uzayina i¢ ¢carpim uzayi denir
(Hacisalihoglu, 2000).

Tanm 2.2 X = (x4, X3, .., Xn) , ¥ = V1, V2 oo, Yn) € R™ olmak iizere

(x,y) = (X1y1 + X2¥2 + - + XnYn)
ifadesine X ve y vektorlerinin R™ uzayinda i¢ ¢arpim denir (Hacisalihoglu 2000).
Tanim 2.3 n boyutlu bir reel i¢ carpim uzay1 V olmak {izere, V ile birlestirilmis bir A afin
uzayina Oklid uzay1 denir ve E™ ile gosterilir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 2.4 X = (x1,%5,%3), ¥ = (¥1,V2,¥3) € R3 olmak iizere

i j k
X1 X2 x3]

Yi Y2 Y3

XAY = (x2Y3 = X3Y2, —X1¥3 + X3Y1, X1Y2 — X2V1)
ifadesine ¥ ve y vektorlerinin R® uzayimnda vektorel ¢arpim denir (Hacisalihoglu,

2000).
Tanmm 2.5 n boyutlu E” Oklid uzayinda V x = (x4, x5, ..., x,,) € E™ igin,
I ll= /{x, x)

seklinde tanimlanan fonksiyona x vektoriiniin normu denir (Hacisalihoglu, 2000).
Tamm 2.6 E™ Oklid uzaymda acik alt ciimle J olmak iizere f:] — R fonksiyonunun
k. mertebeden biitiin kismi tiirevleri mevcut ve siirekli iseler f fonksiyonuna €
sinifindan (k.siiftan) diferansiyellenebilirdir denir. Ozel olarak f fonksiyonu sadece
siirekli ise C° simfindandir denir.

C*(U,R) = {f:U - R, f fonksiyonu C* sinifindan ve k sonlu}
seklinde gosterilir. Eger & sonlu degil ise C* (J, R) ile gosterilir (Hacisalihoglu, 2000).



Tamim 2.7 I, R uzayinin bir agik alt aralif1 olmak iizere a: I € R —» E™*? biciminde C®
sinifindan bir a doniisiimiine, E™*! uzayi icinde bir egri denir (do Carmo, 1976).
Tamm 2.8 M bir C* manifold ve I R bir a¢ik aralik olmak {izere,
A:IcR-> M c E"!
doniistimii diferansiyellenebilir ise a doniisiimiine M tlizerinde diferansiyellenebilir egri
denir (do Carmo, 1976).
Tamim 2.9 I, R reel vektor uzayinin bir agik araligi olmak iizere R" reel vektor uzaymin
tizerinde bir egri a: I € R —» R" doniisiimii ile verilsin. Burada
a(s) = (al(s), a,(s), ...,ocn(s)) olmak tizere eger aj(s) = az(s) = =ay(s) =0
olacak sekilde s € I degeri mevcut degilse a(s) egrisine regiiler egri denir (do Carmo,
1976).
Tamim 2.10 /, R reel vektor uzayinin bir agik araligi olmak tizere R™ reel vektor uzayimin
tizerinde bir egri a: I € R —» R™ doniistimii ile verilsin.
o' (s) = (a1 (s), 03(s), -, 0 ()
seklinde verilen ifade a egrisinin s noktasindaki hiz vektorii olarak adlandirilir (do
Carmo, 1976).
Tanmmm 2.11 [, R reel vektor uzayinin bir acik araligi olmak iizere a:/ c R - R"
seklinde tanimli @ egrisi verilsin. || a'(s) || uzunluguna a egrisinin s noktasindaki hizi
denir. Eger Vs € I igin || o’ (s) ll= 1 saglaniyorsa a egrisine birim hizh egri denir. Bu
durumda egrinin s € I parametresine yay parametresi denir (do Carmo, 1976).
Tamm 2.12 M c E™*? egrisi (I, a) koordinat komsulugu ile verilsin. Bu durumda
Y= {a’, a’, ..., a(r)} sistemi lineer bagimsiz ve va® k> ricin; a® e sp{y} olmak
tizere Y den elde edilen {T, N, ..., N,._;} ortonormal sistemine, M egrisinin Serret-Frenet
r-ayakli alan1 ve m € M noktasindaki Serret-Frenet r-ayaklis1 denir. Her bir T ve N; ,
1 <i<r-—1, vektorlerine de Serret-Frenet vektor alam adi verilir (Hacisalihoglu,
2000).
Ozel hal: n = 3 olmak iizere, 3-boyutlu E® Oklid uzayinda Frenet 3-ayaklis1 elde
edilebilir. M egrisi (I, @) koordinat komsulugu ile verilmis ve s € I yay parametresi
olmak iizere,
T(s) = a'(s)
a'(s)
I (s) 1
B(s) = T(s) AN(s)

N(s) =
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dir. Boylece, {f(s),ﬁ (s),E (s)} sistemi, a(s) noktasinda M egrisinin Frenet 3-
ayaklisidir (Hacisalihoglu, 2000).
Teorem 2.13 M c E™ egrisi (I, @) koordinat komsulugu ile verilsin. s € I i¢in a(s)
noktasindaki Frenet 3-ayaklisi {T(s), N (s),B (s)} ise

a'(s)
Ila'(s) 1
N(s) = B(s) AT(s)

a'(s)Na''(s)
la'(s)Aa"(s) Il

T(s) =

B(s) =

dir (Hacisalihoglu, 2000).

Tammm 2.14 I,R reel vektdr uzaymm bir agik araligi olmak iizere a:I ¢ R —» R3

. .. r.. 49 d .
seklinde s yay parametresi ile tamimli a(s) egrisi verilsin. a’(s) = d—“ olmak tizere a’(s)
S

egrisini T(s) ile gosterelim. T(s) seklinde gosterilen fonksiyona a(s) noktasinda «
egrisinin birim teget vektor alam denir. a egrisinin egriligi k(s) =ll a’'(s) I ile
tanimlanir. Eger k(s) # 0 ise a(s) noktasinda a egrisinin N (s) birim asli normal vektorii
de a"(s) = k(s)N(s) ile verilir. B(s) = T(s)AN(s) birim vektoriine, a(s) noktasinda
a egrisinin birim binormal vektorii denir. Boylece Serret-Frenet formiilii asagidaki
sekilde verilir:

T'(s) = k(s)N(s)

N'(s) = —k(s)T(s) + t(s)B(s)

B'(s) = —1(s)N(s)
burada 7(s), a(s) noktasinda a egrisinin torsiyonudur (Izumiya ve Takeuchi, 2002).
Tamm 2.15 M € E3 olmak iizere Vp € M igin, M ciimlesinin i¢inde goriintiisii p
noktasmin bir komsulugunu igeren uygun bir koordinat pargas1 (x~1: x(D) — D stirekli)
varsa, M ciimlesine bir yiizey denir (O’Neill, 1966).
Tanmm 2.16 F(x,y,z) = 0 bir yiizey olsun. O halde A bir parametre olmak iizere,
F(x,y,z,1) = 0 yiizeyi 1-parametreli bir yiizey ailesi olur. k > 2 i¢in F, C* sinifindan
olsun. O halde

F(x,y,z,A) =0
OF(x,y,2,4) _ 0
oA B



denklem sisteminden, A parametresi yok edilerek elde edilen G (x,y, z) = 0 yiizeyine, 1-

parametreli yiizey ailesinin zarfi denir (O’Neill, 1966).

Tammm 2.17 E3 uzayinda 1-parametreli kiire ailesinin zarfina kanal yiizeyi denir.

Alternatif olarak kanal yilizeyi, merkezlerinin yoriingesi bir a(t) egrisi ve yarigap

fonksiyonu r(t) olan degisken yarigapli hareketli bir kiirenin zarfi olarak tanimlanir

(Gray, 1999).

Tanim 2.18 S?(t) kiirelerinin merkezlerinin ydriingesi olan a(t) egrisine kanal yiizeyinin

merkez egrisi ya da spine egrisi, r = r(t) fonksiyonuna ise kanal yiizeyinin yaricap

fonksiyonu denir (Gray, 1999).

Tanim 2.19 Bir kanal yiizeyi igin yarigap fonksiyonu r = r(t) sabit ise, kanal yilizeyine

tiip ya da boru yiizeyi denir (Gray, 1999).

Tamim 2.20 Bir I'(s) merkez egrisi etrafinda genellestirilmis tiipiin parametrizasyonu
X(s,0) =T(s) +7r(0)(cosO N(s) +sin0B(s)),0< 0 <2m

seklindedir. Burada, r(6) > 0 iki kez tiirevlenebilir bir fonksiyon ve r(0) = r(2m)

seklindedir (Gross, 1994).

Tamm 2.21 X: D - E3 bir koordinat par¢as: olsun. Bu koordinat parcasi

(s,0) » X(s,0), s ya da 0 sabit tutuldugunda bir egri tiretir. & = 8, i¢in s = X(s, 6,)

egrisine s-parametre egrisi, s = s, i¢cin 8 — X (s, ) egrisine O-parametre egrisi denir

(Gross, 1994).

Tanmim 2.22 E™ uzayinin bir hiperyiizeyi M ve M yiizeyinin birim normal vektor alani, U

verilsin. E™ uzayinda Riemann konneksiyonu D olmak iizere, V X € X(M) i¢in

S(X) = DyU seklinde tanimli, S dontisiimiine U {izerinde sekil operatorii denir

(Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 2.23 X:D — E3 bir koordinat pargasi, U yiizeyin normali olsun. O halde X

koordinat pargasinin birinci temel formun katsayilari,

g11 = (X5, Xs)
912 = <XSIX9>
922 = (Xg, Xg)

ve ikinci temel formun katsayilar,
Liy = (S(Xs), Xs) = (U, Xs5)
L1z = (S(Xs), Xo) = (U, X5p)
Ly; = (S(Xe), Xe) = (U, Xoo)
dir (do Carmo, 1976).



Tanimm 2.24 o, M yiizeyinde bir regiiler egri olsun. Eger a"' ivme vektorii daima M
yiizeyine dik ise, a egrisine bir geodezik egri denir (O’ Neill, 1966).
Tammm 2.25 M bir yiizey ve x(s,0), x(0,0) = p ile birlikte bu yiizeyin p noktasi
komsulugundaki parametrizasyonu olsun. Ly; = Ly,(s,0), Li; = L1,(s,0) ve
L,, = L,5(s,0), M yiizeyinin ikinci temel formun katsayilar1 olmak tizere,
a->Ma(t) = x(s(t),@(t)) regiiler egrisi asagidaki sartlar1 saglarsa bir asimptotik
egridir.

H(a'(t)) =0 Ly1(s)? + 2L1,5'0" + Ly,(8)%2 = 0,
burada, II ile M yiizeyinin ikinci temel formu gosterilmektedir ve

L11(s")% +2L,,8'0" + Ly, (0)2 =0

denklemine asimptotik egrilerin diferansiyel denklemi denir (do Carmo, 1976).
Tanmmm 2.26 o, M yiizeyinde bir regiiler egri olsun. Eger a'" ivme vektorii daima M
ylizeyine teget ise, a egrisine bir asimptotik egri denir (O’Neill, 1966).
Tamm 2.27 M: R - R3, 3-boyutlu diizgiin bir yiizey olsun. M yiizeyinin Gauss egrilik
fonksiyonu, ortalama egrilik fonksiyonu sirasiyla;
_ Luly = Lyp°

K 2
911922 — 912

H = L11922 — 2112912 + L2911
2(911922 — 912%)

olarak verilir (Hacisalihoglu, 2000).
Teorem 2.28 M c R3 regiiler yiizeyinin, K Gauss egrilik ve H ortalama egrilik

fonksiyonlart ile asli egrilikleri olan k4 ve k, arasinda

K=k1k2
ky + Kk,
H=—

seklinde bir iligki vardir. Ayrica
k*—2Hk+K=0

\

ky =H++H?2—K



k,=H—-+H?—-K

seklindedir (Hacisalihoglu, 2000).
Tanmm 229 H = {q = q; + 21 + q3j + q4k * q1,92,93,94 € R } formunda yazilan ve
i2=j2=k?>=-1,ij=—ji =k,jk = —kj =i,ki = —ik = j ifadelerini saglayan sa-
yilara reel kuaterniyon denir (Hamilton, 1844).
q kuaterniyonun da g, skaler kism1 S, ile, q,i + q3j + q4k vektorel kism da V; ile
gosterilir.

q=>5q+V
seklinde yazilabilir (Hacisalihoglu, 1983).
Tamm 2.30 Skaler kismi O olan reel kuaterniyonlara has reel kuaterniyon denir. Has
reel kuaterniyonun yalnizca vektorel kismi vardir (Hacisalihoglu, 1983).
Tamm 2.31 p, q iki reel kuaterniyon olmak iizere

pXq=(Sp+V)(Sq+Vy) = SpSq — (Vo Vo) + SpVlg + Sg¥p, + ¥, AV,
seklinde tanimlanan ¢arpima reel kuaterniyon ¢carpimi denir (Hacisalihoglu, 1983).
Kuaterniyon ¢arpimi degismeli degildir. Yani, p,q € H olmak iizere p X q # g X p dir.
p X q = q X p olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul V, vektoriiniin, V;; vektoriine paralel
olmasidir.
Kuaterniyonlar climlesi iizerinde ¢arpma islemi, toplama islemi iizerine dagilimhdir.
Yani, 7,p, q € H olmak lizere
rx(p+q)=rXxp+rxq
(p+q)xXr=pxr+qxr
dir.
Kuaterniyonlar ciimlesinin birlesme 6zelligi vardir. Yani, r, p, g € H olmak {izere
(pxq)xr=px(gxr)

dir.
Tamm 2.32 g = S, + V,; € H reel kuaterniyonu igin

q=>5q—"V
seklinde tanimlanan g kuaterniyonuna ¢ kuaterniyonunun eslenigi denir. Ayrica

qxq=qxq=qi+q3+q3+qi

seklindedir (Hacisalihoglu, 1983).
Teorem 2.33 q =S, +V, , p =5, +V, olacak sekilde p,q € H olsun. Asagidakiler

gerceklenir.
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(iDp+q=p+q
({i)pxq=qxp
(iv)gxg=qxq=5S;+(V,V,) (Hacisalihoglu, 1983).

Tanmm 2.34 q = q, + q,i + q3j + q,k € H reel kuaterniyonu i¢in
lqI*=qgxq=qxq=qi+q3+q5+4q;

ifadesine ¢ reel kuaterniyonunun normu denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanmm 2.35 Normu bir olan kuaterniyonlara birim kuaterniyon denir. g # 0 olmak

lizere,

q=L
g

seklinde ifade edilir (Hacisalihoglu, 1983).
Tanmim 2.36 Bir kuaterniyon kutupsal formda sadece vektorel kismi imajiner, skaler
kismu reel olan bir kompleks say1 gibi davranir. Yani, bir birim kuaterniyon, n € R3 ve
n? = —1 olmak iizere,
q = cosf +nsinb
formunda yazilabilir (Hacisalihoglu, 1983).
Teorem 2.37 Bir q = q1 + q,1 + q3j + q4k birim kuaterniyonu i¢in,
M, R? - R3
donme doniisiimiine karsilik gelen matris:
ai +47 — a3 —4i —201Gs + 24295 2G193 + 2q244
Mg =| 29194 +29295 qi —q3 +q3 —q§ —2q1q2 + 203, (2.1
—2q193 t 29294 20192 + 29392 qi — 45 —q3 + 4§
matrisidir (Ozdemir, 2020).
Simdi 6zel olarak alternatif hareketli ¢at1 i¢in Frenet ¢atis1 ve elemanlarini verelim.
Teorem 2.38 a(s): I € R — R3 birim hizhi regiiler egri olsun.
{T(s),N(s),B(s),k(s),7(s) }, a(s) egrisinin Frenet elemanlar1 olmak iizere bu ele-
manlarla tanimlanan alternatif hareketli ¢atinin elemanlar1
{N(s),C(s),W(s), f(s),g(s)}olsun. Bu elemanlar arasindaki baginti
N'(s) 1
TV ve W(s) = m
seklindedir. Alternatif hareketli ¢catiya gore egrilikler de;

f(s) = K?(s) +72(s) g(s) = a(s)f(s)

N(s),C(s) = {t()T(s) + k(s)B(s)}

olarak verilir.
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K%(s) (s)\’
o(s) = 3/ <K(S)>
(k2(s) + 72(s)) 2

ile tanimlidir. Ayrica alternatif hareketli ¢ati i¢in tiirev denklemleri matris ile

N'(s) 0 f(s) 0 [INCs)
C)|=|-fs) 0 g|]|C)
W'(s) 0 —g(s) 0 ||W(s)

olarak verilir (Uzunoglu vd., 2016).
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3. KANAL VE TUP YUZEYLERI
Kanal yiizeyini X(s,6)ile ifade edelim. Burada s,a(s) merkezinin yay
paremetresi olsun. Kiirelerin yarigap fonksiyonu r(s) ve merkez egrisi a(s) olmak
tizere m = X(s, ) noktalar1 igin,
Il X(s,0) — a(s) I=1(s)
seklindedir. a(s) # 0 oldugu durumda yiizey Frenet vektorleri tarafindan
X(s,0) —a(s) = 11(s,0)T(s) + 2,(s,0)N(s) + 13(s,0)B(s) (3.1)
olarak yazilabilir. Burada A;, 1, ve A3 fonksiyonlari, a(s)tanimli oldugu aralikta
diferansiyellenebilir fonksiyonlardir. Kanal yiizeyi ve kiireler ¢ember boyunca
birbirlerine teget olduklart i¢in, bu noktalardaki teget diizlemleri aynidir. Kiirenin yer
vektorii normal vektdriine esit oldugu i¢in kanal ylizeyin normali
U(s,0) = X(s,0) — a(s)
olur. Bundan dolay1,
(X(s,0) —al(s),Xs) =0
seklindedir. X (s, 8) ylizeyinin s parametresine gore tiirevi alinirsa,
Xs=a'(s) + A, ;T + 4T+ A, N + A,N" + A3 B + 138’
=T+ 4T+ 44kN + A N — kT + A,7B + A3 B — 237N
= (14 A1, — 6)T + (4K + A5, — 37)N + (A3, + 2,7)B
ve
[ (X (s,0) — a(s)) l= r(s) ifadesinin karesi alinirsa
(X(s,0) —a(s),(X(s,0) —a(s)))y =12
A%(T,T) + A53(N,N) + A3(B,B) = r?
A2+ 25+ 2% =12 (3.2)
elde edilir. Simdi (3.2) esitliginin s parametresine gore kismi tiirevi alinirsa
Mdig + Ao + A3, =17 (3.3)
elde edilir.
(X(s,0) —a(s),X) = (/'11 + Ay — )lllzlc)(T, T)+ (Allzk + A4, — /12&31)(N,N)
+(A343, + 2,437)(B, B)
=M + LA — Lidok + LAk + Ay — ApA3T + A3dg
+A,A3T
=M+ 4+ A+ 2345, =0
(3.3) esitligi kullanilarak
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A+rr'=0
elde edilir. Dolayisiyla,

A =—1r' (3.4)
bulunur.

A2+ 2%+ 2% =12
esitligi (3.4) yardimiyla
22+ 22 =72 — 2"

=r2(1—7r")
seklinde yazilir. Trigonometrik 6zdeslikler yardimiyla A, ve A5 fonksiyonlar1 agsagidaki
gibi verilebilir.

Ay =4+rV1—1r"cosf
A3 = V1 —1"sin6

Dolayisiyla X (s, ) kanal yiizeyinin parametrizasyonu

X(s,0) =a(s) —r(s)r'(s)T(s) £ r(s) /1 —1r%(s)(cos @N(s) + sin OB(s))
olarak verilir. Eger r(s) yarigap fonksiyonu sabit olarak alinirsa bu yiizey tiip ylizeyi
olarak adlandirilir ve parametrizasyonu

X(s,0) = a(s) £ r(s)(cosON(s) + sin 6B(s)) (3.5)
seklindedir (Gray, 1999).

a(s):I € R —> R3® birim hizh regiiler bir egri olsun. a(s) egrisinin Frenet
elemanlari olan { T, N, B } vektorlerini yay parametreleri ile kiire {izerinde diistiniilsiin.
Bu vektorler kiire tizerinde birim hizli egriler olurlar ve a(s) egrisinin kiiresel gosterge
egrileri olarak adlandirilirlar.

B:ls c R— S* c E3, ,B(SB) = B(er(s)) =T(s)
tegetler gosterge egrisi olsun. @r:1 = Ig, sz = @r(s) = [Kk(s)ds fonksiyonu C®
sinifindan regiiler bir fonksiyondur. Benzer sekilde, asli normaller gosterge egrisi
y:l, cR-S2cE3y(s,) = y(on(s)) =N(s)
ve binormaller gosterge egrisi
§:15 € R - S2 c E3,8(ss) = 8(pp(s)) = B(s)
seklindedir.
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Ayrica,

ol = 1,5, = pn(s) = Jk(s) /1 + (%)2 (s)ds

gl = Is, 55 = pp(s) = fT(S) ds

Ve

C* simifindan regiiler fonksiyonlardir.

Bir sonraki boliimde, kiiresel gosterge egrilerini kullanarak kanal yiizeyleri i¢in
yeni bir yaklasim sunacagiz. Bununla birlikte; Frenet ¢atis1 bu fikir i¢in ¢ok kullanigh
degildir. Ciinkii kanal ylizeyleri, merkez egrisinin tegetine dik olan vektorlerin gerdigi
diizlemdeki ¢emberler yardimiyla olusturulur. Gosterge egrilerinin teget vektorlerine dik
vektorlerin hesaplanmasinda kolaylik sagladigi i¢in biz alternatif hareketli catiy1
kullanacagiz. Alternatif hareketli cati elemanlar1 {N(s),C(s),W(s), f(s),g(s)}
seklindedir. Bu catiya gore yiizeyleri karakterize ettikten sonra, bu ylizeyler birim
kuaterniyon ve homotetik hareketler ile ifade edilecektir. Yiizeyleri kuaterniyonlar
yardimu ile ifade ederken S3 ¢ R* uzayinda

qn(s,8) = cos + sinfN(s)
ve

qc(s,0) = cosB + sinfC(s)
birim kuaterniyonlarin1 kullanacagiz.

3-boyutlu Oklid uzayinda bir parametreli homotetik hareket,
=05 0]

dontisiimiiyle verilir (Blaschke, 1956).
Burada Y ve X'sirasiyla R’ sabit uzayinin ve R hareketli uzayinin ayni noktasinin konum
vektorleridir. Ayrica &, A4 ve Z sirastyla homotetik skaler, ortogonal matris ve dogrultman
vektorli olarak adlandirilir. Bunlar s parametresine gore siirekli olarak tiirevlenebilir
fonksiyonlardir.

Ayrica denklem ifadelerini kolaylastirmak ve kisaltmak igin

§(s) =r(s)r'(s),

n(s) = i,/l —(r'(s)”

olarak alinacaktir.
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3.1. Tegetler Gosterge Egrisi Tarafindan Olusturulan Kanal Yiizeyleri
a(s):I c R—> R3 birim hizli regiiler bir egri ve hareketli alternatif cati
elemanlart {N(s),C(s),W(s), f(s),g(s)} olsun. Tegetler gosterge egrisi S ((pT(s))
olmak iizere birim hizli regiiler bir egri olsun. a(s):I € R —» R3 birim hizl regiiler
egrisinin birim normal vektorii N(s) = (n1 (s),n,(s),ng (s)) olmak tizere
qn(s,0) = cosB + sinfN(s)
reel kuaterniyonu S3 ¢ R* uzayinda bir fonksiyondur. gy (s, 8) birim reel

kuaterniyonunun M, matris gosterimi

cos?0 + sin?0(n? —n% —n2) —sinB(cosOn; —sinfnyn,)  2sinB(cosbn, + sinfBn ns)
2sinB(cosOns + sinfnyn,)  cos?0 + sin?6(n3 —n? —n2) 2sinB(sinfnyn; — cosfn,)
2sinB(sinfnyny — cosn,)  2sinB(cosOn, + sinfn,ng)  cos?0 + sin?8(n% —n2 —n?)

olarak verilir. N(s), My matrisinin donme eksenidir ve My N (s) = N(s) seklindedir.
Teorem 3.1.1 B(¢r(s)) tegetler gosterge egrisi tarafindan olusturulan Xp(s,6) kanal
ylizeyinin parametrik denklemi asagidaki sekildedir.
(i) qn (s, 8) x C(s) kuateniyon garpimi yardimiyla,

Xp(s,0) = B(@r(s)) —E()N(s) £n(s)gn(s, 0) x C(s) 3.1.1)
olarak verilir.
(ii) Homotetik hareketler yardimiyla,

Xp(s,0) = B(pr(s)) = $(IN(s) £ 71(s)MyC(s) (3.12)
olarak verilir (Gok, 2017).
ispat X 3(s,0) ylizeyi (@7 (s)) tegetler gosterge egrisi tarafindan olusturulan bir kanal
ylizeyi olsun. O halde

X(s,0) = a(s) —&(s)T(s) £ n(s) (cos@N(s) + sin6B (s))

denklemini kullanarak

Xg(s,0) = ,B(goT(s)) —&(s)T(s) £ n(s)(cosQC(s) + sin@W(s)) (3.1.3)
seklinde ifade edilebilir.
qn(s,0) = cosf + sinfN(s) birim reel kuaterniyon olmak tizere C(s) vektorii de has
reel kuaterniyon olarak diistiniiliirse kuaterniyon ¢arpiminin tanimi geregi
qn(s,0) X C(s) = cosOC(s) + sinW (s) seklindedir. Eger (3.1.3) esitligi ele
alinirsa, (3.1.1) denklemi elde edilir. Diger taraftan,
,B((pT(s)) — &(s)N(s),n(s) ve My sirasiyla homotetik hereketin dogrultman vektorii,
homotetik skaler ve ortogonal matrisi olarak tanimlanirsa, denklem (3.1.2) homotetik

harekettir. Bu sekilde ispat tamamlanr.
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Sonu¢ 3.1.2 S(@7(s)) teget gosterge egrisi tarafindan olusturulan Xs(s, ) tiip
yiizeyinin ve Gg(s, 8) genellestirilmis tiip yilizeyinin parametrik denklemleri asagidaki
sekildedir.
(i) gn (s, 0) x C(s) kuaterniyon garpimi yardimiyla,

Xp(s,0) = B((pT(s)) + rqy(s,0) X C(s),

Gp(s,0) = B(er(s)) + r(0)qy (s, 8) x C(s)
seklinde ifade edilir.

(ii) Homotetik hareketler yardimiyla;
X5(s,0) = B(pr(s)) +rMyC(s),
Gp(s,0) = B(@r(s)) + r(OIMyC(s)
olarak verilir (Gok, 2017).

a:1 € R - R® birim hizli regiiler bir egri ve (@1 (s)) tegetler gdsterge egrisi
olsun. B(pr(s)) tegetler gdsterge egrisi tarafindan olusturulan Xp(s,0) tiip yiizeyini
diistinelim.

Xp(s,0) = B(pr(s)) + r(cos 6C(s) + sin OW (s)) (3.1.4)
seklinde ifade edilir. Yiizeyin kismi tiirevleri

(Xb’)s =T'(s) + rcosOC'(s) + rsin@W’'(s),

(X[;)S = (k(s) —rf(s)cos@)N(s) + (—rg(s)sinf)C(s) + (rg(s)cosf)W (s),

(Xﬁ)e = —rsinfC(s) + rcosOW (s),

(Xﬁ)ss = (k'(s) —=rf(s)cosO +rf(s)g(s)sinf)N(s)
+ (k(s)f(s) —rf2(s)cosd — rg’'(s)sind — rg?(s)cosB)C(s)
+ (—rg?(s)sind + rg’'(s)cos@)W(s),
(Xﬁ)se =rf(s)sinON(s) —rg(s)cosfC(s) — rg(s)sin6W ((s),
(Xp) ,, = —Tc0sOC(s) — rsindW (s)
olarak hesaplanir. Xz (s, 8) tiip yiizeyinin normal vektorii yukaridaki esitlikler
yardimiyla
Uy = (Xp), AN(X5),
|(x6), Ao, |
= cos BC(s) + sin W (s)

olarak hesaplanir.
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I ve I1. temel form katsayilar1 asagidaki esitliklerle verilir.
Gr1p = r2g%(s) + {x(s) — rf(s)cos6}?,
Y12p =7'29(5)'922ﬁ =r?, (3.1.5)
L11ﬁ = —1r2g(s) + f(s)cosO{k(s) — rf(s)cosH},
L123 =-rg(s) :Lzzﬁ =-T.
Onerme 3.1.3 X;(s, 6) yiizeyi B(pr(s)) tegetler gosterge egrisi tarafindan olusturulan
tiip yiizeyi olsun. Xg(s, ) yiizeyi regiilerdir ancak ve ancak {k(s) — rf(s)cosf} =0
(Ates vd., 2018).
Ispat Herhangi bir regiiler yiizey i¢in g11922 — 9122 # 0 kosulu vardir. (3.1.5) denk-
lemlerini kullanarak, Xz (s, 8) yiizeyi i¢in
(911922 — 9122)ﬁ = r?{Kk(s) — rf(s)cos6}*

elde ederiz. r > 0 oldugundan,

k(s) —rf(s)cosd # 0
oldugu aciktir.

Tersine, varsayimimiz dogru ise yiizeyin regiiler oldugu kolayca goriiliir.
Sonug 3.1.4 X;(s,0) yiizeyi B(pr(s)) tegetler gosterge egrisi tarafindan olusturulan

regiiler bir tiip ylizeyinin Gauss, ortalama egrilik fonksiyonlar1 ve asli egrilikleri agsagidaki

gibidir.
_ —f(s)cos6 1 1
K = r(k(s) — rf(s)cosB) ’ Hp = _E(rKﬁ + r—>'
ve
_ f(s)cosb 1
Cde = —rfrose © K8 =77

seklinde verilir (Ates vd., 2018).
Teorem 3.1.5 X;(s, 0) yiizeyi B(pr(s)) tegetler gbsterge egrisi tarafindan olusturulan
regiiler bir tiip yiizeyi olsun. Xg(s,0) tiip ylizeyinin parametre egrileri asagidaki
ozelliklere sahiptir:
(i) Xp(s,0) yiizeyinin s parametre egrisi asimptotik egridir ancak ve ancak

a2(s)f(s) = —%cos@{x(s) —1rf(s)cosb}, |k(s)| = 2r|g(s)| (3.1.6)
seklindedir.
(ii) Xgp(s,0) yiizeyinin 6 parametre egrisi asimptotik bir egri olamaz (Ates vd., 2018).

18



Ispat (i) Bir § uzay egrisi, R® uzayinda bir yiizey iizerinde asimptotik bir egridir ancak
ve ancak egrinin normal vektorii 6" her noktada yiizeye tegettir. Yani (Ug, 6" ) = 0.
Dolayistyla
(Ug, (Xﬁ)ss) = —r2g(s) + f(s)cosO{k(s) — rf(s)cosf} =0
seklindedir. Bu son denklemi kullanarak gerekli diizenlemeler yapilirsa, s parametre
egrisi i¢in (3.1.6) denklemi elde edilir. Dolayisiyla bu denklem altinda Xz (s, 6) tiip
ylizeyinin s parametre egrisi asimptotik bir egridir.
(ii) (Ug, (Xﬁ) 0 9) = —r # 0 oldugu kabul edilirse Xz(s,8) tiip yilizeyinin § parametre
egrisi asimptotik bir egri olamaz.
Teorem 3.1.6 X;(s, 8) yiizeyi ﬁ((pT(s)) tegetler gosterge egrisi tarafindan olusturulan
regiiler bir tiip yiizeyi olsun. Yiizeyin s ve 8 parametre egrileri asagidaki ozelliklere
sahiptir.
(i) Xz (s, 8) yiizeyinin s parametre egrisi geodezik egridir ancak ve ancak
r2g?% + (ic — rfcos@)? ifadesi sabittir.
(ii) Xp(s,0) ylizeyinin 6 parametre egrisi her zaman bir geodezik egridir (Ates vd.,
2018).
Ispat (i) Bir 6 uzay egrisi ancak ve ancak 6" ve Up vektdrleri lineer bagimli ise
geodezik egridir. Yani Ug A 6" = 0 kosulu saglandig1 durumda geodeziktir. Bu durumda
ylizeyin s parametre egrisi i¢in
Ug \ (XB)SS = [rg’ — fxsinf + rf2sinfcosO|N
+ [sin@ (k' — rf'cos@ + rfgsinf)]C
+ [—cosO(k' —rf'cosO + rfgsind)]W
hesaplanir. Burada {N, C, W} ortogonal bir sistem ve Ug /\(X 3)55 = 0 oldugu dikkate ali-
narak
rg' — fksinf + rf2sinfcosf = 0,
sinf(k' —rf'cos@ + rfgsinf) =0,
—cosO(k' —rf'cosf +rfgsinf) =0
esitlikleri yazilabilir.
Son iki denklemi kullanarak
k' —rf'cosd +rfgsinf =0
elde ederiz. Bu denklem

rg’ — fksinf + rf2sinfcosd = 0
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denklemi ile birlikte gdz Oniine alinirsa

r2g% + (k — rfcosf)?
ifadesinin sabit olmasi1 gerektigi elde edilir.
(ii) 6 parametre egrisinin geodezik egri olmasi igin Ug /\(Xﬁ) 00 = 0 esitligi
saglanmalidir. Bu esitlik her zaman saglandigindan dolay1, Xg(s, ) tiip yiizeyinin 6
parametre egrisi her zaman bir geodezik egridir.

Minimal yiizeyler sifir ortalama egriligi ile karakterize edilir. Her yiizey bir
minimal yiizey olamaz, ancak bu tiir ylizeylerde minimal noktalar bulabiliriz. Ek olarak,
ylizeyde minimal noktalar igeren minimal egri ad1 verilen bir egri vardir.

Tanim 3.1.7 M bir yiizey olsun. Bu yiizey iizerindeki hiperbolik nokta minimal noktadir
ancak ve ancak bu noktada

911Laz + g22Ll11 — 2L12912 = 0 (3.1.7)
esitligi saglanir (Semin, 1983).
Teorem 3.1.8 X (s, 6) yiizeyi (3.5) denklemi ile verilen regiiler bir tiip yiizeyi olsun. Bu
ylizeyin minimal egrileri

8(s) = a(s) + r(cosON(s) + sindB(s)),
olmak iizere
0 = arccos (%) ,k(s) #0
kosulu saglanir (Ates vd., 2018).
Ispat (3.5) denklemiyle verilen regiiler tiip yiizeyinin birinci ve ikinci temel form
katsayilar1 (3.1.7) esitligi g6z Oniine alindiginda
21%K2(s)cos?8 — 3rk(s)cosd +1 =0

elde edilir.

Gerekli diizenlemeler yapilarak

1
0 = arccos (Zm (S))

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.
Teorem 3.1.9 X;(s,0) yiizeyi (3.1.4) denklemi ile verilen regiiler tiip yiizeyi olsun. Bu
ylizeyin minimal egrileri

6r(s) = ﬁ((pT(s)) + r{cosBC(s) + sin6W (s)}

olmak tlizere

0 = arccos (2:;5()5)) ve or(s) = [k(s)ds

kosulu saglanir (Ates vd., 2018).
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Ispat X (s, 6) yiizeyi (3.1.4) denklemi ile verilen regiiler bir tiip yiizey olsun. Minimal
egrilerini bulmak i¢in (3.1.5) ve (3.1.7) esitlikleri kullanilarak

2r2f2(s)cos?0 — 3rf(s)k(s)cosh + k?(s) =0
elde edilir. Xz(s, 8) yiizeyi regiiler oldugundan direkt hesaplamalar ile

g — k(s)
= arccos <2rf(s)>

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.
3.2. Normaller Gosterge Egrisi Tarafindan Olusturulan Kanal Yiizeyleri

a(s):I1 € R - R3 birim hizh regiiler egri ve hareketli alternatif ¢ati elemanlar
{N(s),C(s),W(s),f(s),g(s)} olsun. Normaller gosterge egrisi y(¢y(s)) olmak iizere

birim hizli regiiler bir egri olsun. a(s):I € R - R3 birim hizli regiiler egrisinin birim

N _ (cl (s),cy(s), c5 (S)) olmak iizere

vektori C(s) = TIETi

qc(s,0) = cosO + sinfC(s)
reel kuaterniyonu S € R* uzayinda bir fonksiyondur. q-(s,8) birim reel

kuaterniyonunun M, matris gésterimi

cos?0 + sin?0(c? — c? — c?) —2sinB(cosOc; — sinbc,c,)  2sinB(cosBc, + sinBc;c3)
M. =| 2sinB(cosOc; + sinfc,c,)  cos?O + sin?0(c2 — c? — c2)  2sinB(sinBc,c; — cosOc;)
2sinB(sinfBc,c; — cosOc,) 2sinf(cosOc, + sinfcyc;)  cos?0 + sin?6(c? — ¢z — c?)

olarak verilir. C(s), M, matrisinin donme eksenidir ve M-C(s) = C(s) seklindedir.
Teorem 3.2.1 y( @y (s)) normaller gdsterge egrisi tarafindan olusturulan X, (s, 0) kanal
ylizeyinin parametrik denklemi agagidaki sekildedir.
(1) qc(s,0) x W(s) kuaterniyon ¢arpimi yardimiyla,

X,(5,0) = ¥(pn() = £)C(s) £ 1()qc(s, 8) X W(s) (3.2.1)
seklinde ifade edilir.
(ii) Homotetik hareketler yardimiyla,

X,(5,6) = v(o(9)) — E(ICs) £ (MW () (3.22)
olarak verilir (Gok, 2017).
Ispat X, (s, 0) yiizeyi, ¥(@n(s)) normal gosterge egrisi tarafindan olusturulan bir kanal
ylizey olsun.

X(s,0) =a(s) —&(s)T(s) £ n(s) (cosHN(s) + sinfB (s))
denklemi kullanilarak
X,(s,0) = y(<pN (s)) —&(s)C(s) £n(s) (cosBW(s) + sinBN(s))

olarak verilir.
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Birim kuaterniyon q. (s, 8) = cosf + sinfC(s) ve has kuaterniyon C (s) i¢in kuaterni-
yon ¢arpiminin tanimi g (s, 0) X W(s) = cos6W (s) + sinfN(s) seklindedir.
X,(s,0) = y(<pN (s)) —&(s)C(s) £ n(s) (cosHW(s) + sin@N(s))
denklemini ele alirsak, (3.2.1) denklemini elde ederiz.
Diger taraftan, y(@y (s)) — £(s)C(s),n(s) ve M sirastyla homotetik hareketin dogrult-
man vektorii, homotetik skaler ve ortogonal matrisi olarak tanimlanirsa,o zaman
(3.2.2) denklemi homotetik harekettir. Bu sekilde ispat tamamlanur.
Sonu¢ 3.2.2 y(@y(s)) normaller gdsterge egrisi tarafindan olusturulan X, (s,0) tiip
yiizeyi ve G,(s, ) genellestirilmis tiip yiizeyinin parametrik denklemleri asagidaki
sekildedir.
(i) qc(s,08) x W(s) kuaterniyon ¢arpimi yardimiyla,
Xy(5,0) = y(on () +7qc(s,0) X W(s),
Gy(5,0) = y(on(s)) +1(0)qc(s,6) x W(s)
seklinde ifade edilir.
(ii) Homotetik hareketler yardimiyla,
Xy(s,0) = y(pn(s)) + MW (s),
Gy (5,0) = y(pn(s)) + T (OIMW (s)
olarak verilir (Gok, 2017).
a:] € R—> R3 birim hizli regiiler bir egri, asli normaller gdsterge egrisi
y(go N (s)) olsun. y((p N (S)) normaller gosterge egrisi tarafindan olusturulan X, (s, 6) tiip
ylizeyini diistinelim.
X, (s,0) = y(pn(s)) + r(cos ON(s) + sin OW (s)) (3.2.3)
seklinde ifade edilir. Yiizeyin kismi tiirevleri
(Xy)S = N'(s) + rcosON'(s) + rsindW'(s),
(XV)S = (f(s) +rf(s)cosd —rg(s)sin8)C(s),
(XV)e = —rsin@N(s) + rcosOW (s),
(Xy)ss = (—f2%(s) = rf2(s)cosO + rf(s)g(s)sinB)N(s)
+ (f'(s) + rf(s)cosO —rg'sinf)C(s)
+ (f(s)g(s) + rf(s)g(s)cosd — rg?sin@)W (s),
(XV)se = (—rf(s)sind —rg(s)cosB)C(s),

(XV)ee = —rcosON(s) — rsinOW (s)
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olarak hesaplanir. X, (s, 6) tiip yiizeyinin normal vektdrii yukaridaki esitlikler yardimiyla
L), M),
=
|, A, |
= cosON(s) + sin W (s)

olarak hesaplanir.
I ve I1. temel form katsayilar1 asagidaki esitliklerle verilir.
g1, = {f(s) +f(s)cosb — rg(s)sinf}?,
Y12, = 0 1922, = r?,
L1, = {f(s) +rf(s)cosd —rg(s)sind {—f(s)cosO + g(s)sinb}, (3.2.4)
Liz, =0,Ly, = 1.
Onerme 3.2.3 X, (s, 6) yiizeyi ¥(@n(s)) normaller gbsterge egrisi tarafindan olusturulan
regiiler bir tiip yiizey olsun. X, (s, 8) ylizeyi regiilerdir ancak ve ancak
f(s) +rf(s)cosd —rg(s)sinf + 0 (Ates vd., 2018).
Ispat Herhangi bir regiiler yiizeyi icin gq1922 — 912> # 0 kosulu vardur.
(3.2.4) denklemlerini kullanarak
(911922 — 912°)y = r*{f (s) + rf(s)cos® — rg(s)sinf}*
elde ederiz. r > 0 oldugundan
f(s) +rf(s)cosd —rg(s)sinf + 0
oldugu aciktir.
Tersine, eger ilgili varsayim dogru ise yiizeyin regiiler oldugunu kolayca gorebiliriz.
Sonu¢ 3.2.4 X, (s, 0) yiizeyi y(go N (s)) normaller gosterge egrisi tarafindan olusturulan
regiiler bir tiip yiizeyinin Gauss, ortalama egrilik fonksiyonlar1 ve asli egrilikleri asagidaki
gibidir.
f(s)cosO — g(s)sinb

vy = r(f(s) + rf(s)cosd —rg(s)sinf) ’ i

1 1
r==z(ne )

A%~

f(s)cosd — g(s)sind
_f(S) +rf(s)cosd —rg(s)sinf

1
(kl)y = _; ’ (kz)y =

seklinde verilir (Ates vd., 2018).
Ispat Egrilikler (3.2.4) denklemleri kullanilarak kolayca hesaplanabilir.
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Teorem 3.2.5 X, (s, ) ylizeyi ¥(@n(s)) normaller gdsterge egrisi tarafindan olusturulan
regiiler bir tiip yiizey olsun. X, (s, ) tiip ylizeyinin s ve 6 parametre egrileri asagidaki
ozelliklere sahiptir.
(i) X, (s,8) yiizeyinin s parametre egrisinin asimptotik bir egri olmas i¢in gerek ve yeter
sart slant helis olmasidir.
(ii) X, (s,0) yiizeyinin 6 parametre egrisi asimptotik bir egri olamaz (Ates vd., 2018).
Ispat (i) X,(s,0) tiip yiizeyinin s parametre egrisinin asimptotik bir egri oldugunu
varsayalim. O zaman
(U, , (XY)ss> = {g(s)sin@ — f(s)cosOHf(s) + rf(s)cos® —rg(s)sinf} = 0
denklemi yardimiyla o(s) = cotf elde ederiz. a(s) sabit bir fonksiyon oldugundan,
a egrisi slant helistir.
Tersine, a egrisinin slant helis oldugu kabul edilirse, X, (s,6) ylizeyinin s parametre
egrisinin asimptotik bir egri oldugu goriilebilir.
(i)
Uy, (X)) =-1#0
ifadesini kullanirsak, X, (s, 8) yiizeyinin 6 parametre egrisi asimptotik bir egri olamaz.
Teorem 3.2.6 X, (s, ) ylizeyi y((p v(s)) normaller gdsterge egrisi tarafindan olusturulan
regiiler bir tiip yiizeyi olsun.
X,(s,0) = y((pN(s)) + r(cos ON(s) + sin OW (s))
denklemindeki bu yiizeyin s ve 6 parametre egrileri asagidaki 6zelliklere sahiptir.
(i) X, (s, 0) yiizeyinin s paremetre egrisi geodezik egridir ancak ve ancak a egrisi slant
helistir.
(ii) X, (s, 8) yiizeyinin 6 parametre egrisi bir geodezik egridir (Ates vd., 2018).
Ispat (i) Bir & uzay egrisi ancak ve ancak 6" ve U, vektdrleri lineer bagimli ise
geodezik egridir. Yani U, A 8" = 0 kosulu saglandig1 durumda geodeziktir. Bu durumda
ylizeyin s parametre egrisi i¢in
u, A\ (XV)ss = [—sinf(f' + rf'cosf —rg'sinf)|N
+ [—(gcosb + fsinB)(f + rfcosd — rgsinB)]C
+ [cosO(f' + rf'cosO —rg'sind)W|]
{N, C, W} bir ortogonal sistem ve U, /\(XV)ss = 0 oldugu dikkate alinarak
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sind(f' +rf'cosd —rg’'sinf) = 0,
(gcosB + fsinO)(f + rfcosf —rgsinf) = 0, (3.2.5)
cosO(f' +rf'cosf —rg'sind) =0
esitlikleri yazilabilir.
Son esitlikteki birinci ve ti¢lincti denklemlerden,
f'+rf'cos@ —rg'sinf =0
elde ederiz. Bu denklemleri birlikte g6z oniine alirsak
f +rfcosf —rgsinf
ifadesinin sabit olmasi1 gerektigi elde edilir.
Son denklemi ve (3.2.5) denklemini birlikte ¢6zerek asagidaki sonucu elde ederiz:
gcosf + fsinf =0
o(s) = tanf esitliginin sabit oldugu anlamina gelir. Bu nedenle, a egrisi slant helistir.
(ii) Geodezik egri tanimi kullanarak, 6 parametreli egri i¢in U, /\(Xy) gp = 0clde edilir.
Bu nedenle yiizeydeki 6 parametreli egri her zaman geodezik bir egridir.
Teorem 3.2.7 X, (s, 0) yiizeyi ¥(@n(s)) normaller gosterge egrisi tarafindan olusturulan
regiiler bir tiip ylizeyinin minimal egrileri sunlardir:
Sn(s) = v(@on(s)) + r{cosON(s) + sinfW (s)}

%S

onls) = .ff(S) ds ve 8 = arccos <_f tlgrif? +r2g? - 1) (s)

r(f?+9%)
f(s) = % kosulu saglanir (Ates vd., 2018).
Ispat
X,(s,0) = y(pn(s)) + r(cos ON(s) + sin OW (s))

ile verilen X, (s, 0) tiip ylizeyin (3.1.7) esitligini saglayan minimal egrilerini géz 6niinde
bulunduralim. Bundan dolay1

{rf(s)cosd —rg(s)sinf + 1H{rf(s)cosf —rg(s)sind + f(s)} =0
elde edilir. X, (s, 8) yiizeyi regiiler oldugundan

—f £ lglyr3f? +r2g?2 -1
6 = arccos ( r\(/fz—i-gz) )(s)

elde edilir.
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3.3. Binormaller Gosterge Egrisi Tarafindan Olusturulan Kanal Yiizeyleri
a(s):1 € R > R3 birim hizl regiiler egri ve hareketli alternatif ¢at1 elemanlari
{N(s),C(s),W(s), f(s), g(s)} olsun. Binormaller gdsterge egrisi 5 (¢ (s)) olmak iizere
birim hizli regiiler bir egri olsun. a(s):I € R - R3 birim hizli regiiler egrisinin birim
normal vektorii N(s) = (nl (s),n,(s),ng (s)) olmak tizere
qn(s,0) = cosB + sinfN(s)
reel kuaterniyonu S3 ¢ R* uzayinda bir fonksiyondur. gy (s, 8) birim reel

kuaterniyonunun M, matris gosterimi

cos?0 + sin?0(n? —n% —n2) —sinB(cosOn; —sinfnyn,)  2sinB(cosbn, + sinfBn ns)
2sinB(cosOns + sinfnyn,)  cos?0 + sin?6(n3 —n? —n2) 2sinB(sinfnyn; — cosfn,)
2sinB(sinfnyny — cosn,)  2sinB(cosOn, + sinfn,ng)  cos?0 + sin?8(n% —n2 —n?)

olarak verilsin. N(s), My matrisinin donme eksenidir ve MyN(s) = N(s) seklindedir.
Teorem 3.3.1 §( 5 (s)) binormaller gdsterge egrisi tarafindan olusturulan X5 (s, 6) kanal
ylizeyinin parametrik denklemi asagidaki sekildedir.
(i) gn(s,8) x C(s) kuaterniyon garpimi1 yardimuyla,
X5(s,0) = 8(pp(s)) — E(SIN(s) £1(s)qn(s,0) x C(s)
seklinde ifade edilir.
(ii) Homotetik hareketler yardimiyla,
X5(5,6) = 8(p5(s)) = E(SIN(s) £ n(s)MyC(s)
olarak verilir (Gok, 2017).
Ispat Onceki boliimlerdeki ispatlara benzer sekilde ispati kolayca yapabiliriz.
Sonug 3.3.2 §(¢5(s)) binormaller gdsterge egrisi tarafindan olusturulan X 5(s, 6) tiip
yiizeyinin ve G 5(s, 8) genellestirilmis tiip yilizeyinin parametrik denklemleri asagidaki
sekildedir.
(i) gn(s,8) x C(s) kuaterniyon garpimi1 yardimiyla,
Xs(s,0) = §(pp(s)) +1qn(s,6) x C(s),
G5(5,0) = 8(05()) +7(0)qu(s,0) X C(s)
olarak verilir.
(ii) Homotetik hareketler yardimiyla;
X5(5,6) = (s (s)) + rMyC(s),

Gs(s,0) = 8(pp(s)) +r(0)MyC(s)
olarak verilir (Gok, 2017).
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a:1 € R - R3 birim hizl regiiler bir egri, binormaller gdsterge egrisi & (go B (s))
olsun. & ((pB (s)) binormaller goésterge egrisi tarafindan olusturulan X 5(s,8) tiip
ylizeyini diigtinelim.

Xs(s,0) = 6((pB (s)) + r(cos 8C(s) + sin OW (s))
seklinde ifade edilir. Yiizeyin kismi tiirevleri
(X5)s = B'(s) + rcosOC'(s) + rsinfW'(s) ,
(Xs5)s = (=1(s) = rf(s)cosO)N(s) + (—rg(s)sin8)C(s) + (rg(s)cos@)W (s)
(X5)g = —rsinfC(s) + rcosOW (s),
Xs)ss = (=7'(s) —=rf'(s)cosb + rf(s)g(s)sind)N(s)
+ (—T(s)f(s) + (—rfz(s) - rgz(s))cose — rg’(s)sinB)C(s)
+ (—rg?(s)sind + rg’'cos®)W (s),
(Xs)so = (rf(s)sinf)N(s) + (—rg(s)cosf)C(s) + (—rg(s)sin®)W(s),
(X5)gg = —rcosOC(s) — rsinfW(s)
olarak hesaplanir. X5 (s, ) tiip ylizeyinin normal vektorii yukaridaki esitlikler

yardimiyla

__Xs)s AXs)e
2T )5 AKX 5l
= cosOC(s) + sinfW (s)

olarak hesaplanir.

I ve I1. temel form katsayilar1 asagidaki esitliklerle verilir.
g11s = {1(s) +rf(s)cos}? +12g*(s),
9125 = r2g(s) 19225 = r?,
Li15 = —f(s)cosO{t(s) + rf(s)cos8} — rg?(s),
Lipg = —rg(s) yLopg = —1.
8(pp(s)) binormaller gdsterge egrisi tarafindan olusturulan tiip yiizeyi X5(s, 8) olsun.

Bu yiize-ye ait karakterizasyonlar tegetler gdsterge egrisinde verilen ifadelere benzer

sekilde kolayca gosterilebilecektir.
Onerme 3.3.3 Xs(s,0) yiizeyi 6 ((p B (s)) binormaller gosterge egrisi tarafindan
olusturulan regiiler bir tiip yiizeyi olsun. X5(s, ) yiizeyi regiilerdir ancak ve ancak

T(s) + rf(s)cosO + 0 esitsizligi saglanir (Ates vd., 2018).
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Sonug 3.3.4 X5(s, 0) yiizeyi 6(¢5(s)) binormaller gosterge egrisi tarafindan olusturulan
regiiler bir tiip ylizeyinin Gauss, ortalama egrilik fonksiyonlar1 ve asli egrilikleri sirastyla

su sekilde verilir.

_ f(s)cosb ! .
fo = r(z(s) + rf(s)cosh)’ Hs =—=5 (TKB + ;),
ve
_— _ f(s)cost
(k1)s = Ty’ (k2)s = — (t(s) + rf(s)cosH)

seklinde verilir (Ates vd., 2018).

Teorem 3.3.5 Xs5(s,0) yizeyi 6(@p(s))binormaller gdsterge egrisi tarafindan
olusturulan regiiler bir tlip ylizey olsun. X(s, ) tiip yiizeyinin s ve 6 parametre egrileri
asagidaki o6zelliklere sahiptir.

(i) X5(s, 8) ylizeyinin s parametre egrisi asimptotik bir egridir ancak ve ancak

a2(s)f(s) = —%cos@{r(s) + rf(s)cos6} |1(s)| = 2r|g(s)|

sart1 gerceklenir.

(ii) Xs(s, 0) yiizeyinin 8 parametre egrisi asimptotik bir egri olamaz (Ates vd., 2018).
Teorem 3.3.6 Xs5(s,0) yiizeyi 6(¢p(s))binormaller gésterge efrisi tarafindan
olusturulan regiiler bir tiip yiizey olsun. Yiizeyin s ve 8 parametre egrileri asagidaki
ozelliklere sahiptir.

(i) X5(s, 0) yiizeyinin s parametre egrisi geodezik bir egridir ancak ve ancak

r2g% + (T + rfcos0)? ifadesi sabittir.

(ii) X (s, ) ylizeyinin 8 parametre egrisi her zaman geodezik bir egridir (Ates vd.,
2018).
Teorem 3.3.7 Xs(s,0) yizeyi 6(¢pp (s)) binormaller gosterge egrisi tarafindan
olusturulan tiip ylizeyinin minimal egrileri asagidaki gibi verilir:

6p(s) = 6(<pB (s)) + r(cos OC(s) + sin OW (s)).

Burada

@p(s) = [1(s)ds ve 8 = arccos (— 2:;5()5)), T(s) #0

seklindedir (Ates vd., 2018).
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3.4. Kiiresel Gosterge Egrileri Tarafindan Olusturulan Kanal ve Tiip Yiizey

Ornekleri

Bu boliimde, a(s) egrisinin kiiresel gostergeleriyle olusturulan bazi kanal,

genellestirilmis tlip ve tiip yiizeylerine 6rnekler verilecektir.

1 2 1 2 4
a(s) = (— sin8s — —sin2s, — —cos8s + — cos2s,— sinBS)
40 5 40 5 15

egrisinin alternatif hareketli ¢at1 elemanlar1 {N(s), C(s), W(s), f(s),g(s)}

N()—(4 S5, — o sins 3)
S) = SCOS S, SSln S, 5 )

C(s) = (sin5s, —cos5s,0),

w( )—( 3 0855, — > sinS 4)
s) = |~ gcos5s, — ¢ sin5s, ¢ ),
k(s) = 4sin3s,t(s) = 4cos3s, f(s) =4 ve g(s) = -3

Daha sonra a(s) egrisinin tegetler, normaller ve binormaller gosterge egrileri

(())—(1 8 v 21'8 4'24 3)
Blor(s)) = 5coss 5cos s,Ssms Ssm s,Scoss,

( ())_(4 . 4_5 3)
Y\Pn\S)) = 5COS S, SSLTL S, s )

1 4 1 4 4
6((/)3 (s)) = (E sin8s + gSlﬂZS, - §c0585 - gCOSZS,gSlTBS)

seklinde parametrelendirilir.

qn(s,0) = cosf + sinON(s) birim reel kuaterniyonunun My matris gosterimi
Ny1 N2 N3
My = [N21 N2 MNps
N3z1 N3z N33
9 . 16 . 3 . 16 . .
Ny, = cos?6 — Esmze + gsmzecoslos, Nyp = sin26 + EsmzesmlOs,
4 . . 24 . 3 . 16 . .
ny3 = —_sin26sin5s + Z—SSlHZQCOSSS, Ny, = —sin26 + Esmzesmws,
9 . 16 . 4, 24 . .
Ny, = C0S%6 — Esmze — Esznzecoslos, Ngs = Sin26cos5s + Z—SSanQSlTlSS,
4 . . 24 . 4, 24 .
Ny = EstGsis + ESLTIZQCOSSS, Ngy = —ESln29C055S + 2—551n2951n55,
2 9 5. 16 . 5
nz3 = cos“0 + 25 Sin 0+ 25 Sin Bcos10s
seklindedir. Ayrica benzer sekilde

qc(s,0) = cosf + sinfC(s) birim reel kuaterniyonunun M, matris gosterimi
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cos?6 — sin®*0cos10s —sin?6sin10s —sin26cos5s
M, = —sin?0sin10s c0s?6 + sin*6cos10s —sin20sin5s
sin26cos5s sin20sin5s c0s26

olarak hesaplanir.
Ornek 3.4.1 7(s) = sins olarak alinirsa (@7 (s)) tegetler gosterge egrisi tarafindan
olusturulan kanal yiizeyin,
() qn(s,8) x C(s) kuaterniyon ¢arpimi yardimiyla denklemi,

Xp(s,0) = B(@r(s)) — sinscossN(s) + sinsqy(s, 8) x C(s)
seklinde ifade edilir. qy (s, 8) = cos6 + sinON(s) birim reel kuaterniyondur.
(ii) Homotetik hareketler yardimiyla denklemi,

Xp(s,0) = B((pT(s)) — sinscossN(s) + sinsMyC(s)

olarak verilir. My matrisi qy (s, @) birim reel kuaterniyonuna karsilik gelen matristir.

(iii) ylizeyin parametrik denklemi,

4
Xp (s,0) = (g co0s8s — 3 cos2s + gSi?’LZSCOSsS + sinscosf@sin5s — gSiTlSSiTl@COSSS,
1 4 2 3
gsinSS - gSiTlZS + gSiTlZSSiTlSS — sinscos@cos5s — gsinssinHSinSS,
4
3 cos3s + EsinZs + gsinssinG)

olarak hesaplanir.
Birim hizli regiller a(s) egrisinin B(@r(s)) tegetler gdsterge egrisi tarafindan

olusturulan X (s, ) kanal yiizeyinin grafigi Sekil 3.4.1 de verilmistir.

Sekil 3.4.1 Tegetler Gosterge Egrisinin Olusturdugu Kanal Yiizeyi
Ornek 3.4.2 (s) =1 ve 7(9) = @ olarak alinirsa (7 (s)) tegetler gosterge efrisi

tarafindan olusturulan Xz (s, 8) tiip ve Gg(s, 8) genellestirilmis tiip ylizeylerinin,
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(i) qn(s,0) x C(s) kuaterniyon ¢arpimi yardimiyla denklemleri,

Xp(s,0) = B(pr(s)) + qn(s,6) x C(s),

Gp(s,0) = B(pr(s)) + Oqn(s,0) x C(s)
seklinde ifade edilir. gy (s, 8) = cos@ + sinBN (s) birim reel kuaterniyondur.
(ii) Homotetik hareketler yardimiyla denklemleri,

Xp(5,0) = B(or(s)) + MyC(s),
Gp(s,60) = B(@r(s)) + OMyC(s)
olarak verilir. My matrisi gy (s, 8) birim reel kuaterniyonuna karsilik gelen matristir.

(iii) ylizeyin parametrik denklemleri;

1 4

Xp(s,0) = (E cos8s — gCOSZS + cos0sin5s — gSiTlQCOSSS,
1 4 3
gSiTlSS - gSiTlZS — cosBcos5s — gSiTl@SiTLSS,

< cos3s + gsine)

1 4
Gp(s,0) = (E c0os8s — ECOSZS + BcosBOsin5s — g@SinGCOSSS,

1 4 3

gsinSS — gSiTlZS — BcosOcos5s — gesinesinSS,
4 4

—c0s3s + =0sinf)

5 5

olarak hesaplanir.
Birim hizli regiller a(s) egrisinin B(@r(s)) tegetler gdsterge egrisi tarafindan
olusturulan Xz (s, 6) tiip ve Gg(s,0) genellestirilmis tiip yiizeylerinin grafikleri Sekil

3.4.2 de verilmistir.

Sekil 3.4.2 Tegetler Gosterge Egrisinin Olusturdugu Tiip ve Genellestirilmis Tiip

Yiizeyleri
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Ornek 3.4.3 r(s) = sins olarak aliirsa y(¢@y(s)) normaller gésterge egrisi tarafindan
olusturulan kanal yiizeyin;
(i) qc (s, 8) x W(s) kuaterniyon garpimi yardimiyla denklemi,

X,(s,0) = y((pN(s)) — sinscossC(s) + sinsq.(s,0) X W(s)
seklinde ifade edilir. - (s, 0) = cos@ + sin6C(s) birim reel kuaterniyondur.
(ii) Homotetik hareketler yardimiyla denklemi,

X,(s,0) = y((pN(s)) — sinscossC(s) + sinsM W (s)

olarak verilir. M, matrisi q. (s, 0) birim reel kuaterniyonuna karsilik gelen matristir.

(iii) ylizeyin parametrik denklemi,

4 1 3 4
X,(s,0) = (- < co0Ss5s — EsinZssinSs - gSiTlSCOSGCOSSS - gSiTLSSiTlGCOSSS,
4

1 3
— gSiTlSS + > sin2scos5s — 3 sinscos0sin5s — < sinssin@sinbs,

3+4 ) 0 4 0
c 5smscos SSlTLSSlTL)

olarak hesaplanir.
Birim hizli regiiler a(s) egrisinin y((pN(s)) normaller gosterge egrisi tarafindan

olusturulan X, (s, 8) kanal yiizeyinin grafigi Sekil 3.4.3 de verilmistir.

Sekil 3.4.3 Normaller Gosterge Egrisinin Olusturdugu Kanal Yiizeyi
Ornek 3.4.4 r(s) = 1 ve r(6) = 6 olarak alnirsa y (¢ (s)) normaller gésterge egrisi
tarafindan X, (s, 8) tiip ve G, (s, 8) genellestirilmis tiip yiizeylerinin,
(1) qc(s,0) x W(s) kuaterniyon ¢arpimi yardimiyla denklemleri,
Xy (5,0) = y(on(s)) + qc(s, ) x W(s),
Gy(5,0) = y(on(s)) + 0qc(s,0) X W(s)
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seklinde ifade edilir. g-(s, 8) = cos@ + sinBC(s) birim reel kuaterniyondur.
(ii) Homotetik hareketler yardimiyla denklemleri,
X,(s,0) = Y(‘PN(S)) + MW (s),
Gy (5,0) = y(on(s)) + MW (s)
olarak verilir. M, matrisi q. (s, 8) birim reel kuaterniyonuna karsilik gelen matristir.

(iii) ytlizeyin parametrik denklemleri,

4 3 4
X,(s5,0) = (— T cos5s — < cos5scosf — T cos5ssind,

4 3 ) ]
—z sin5s — T sin5scosO — T sin5ssinO,
3

3 .
—z + gcose - gsma)

4 3 4
Gy(s, 0) = (—ECOSSS — EGCOSSSCOSH — geCOS5SSin9,

4 3 . ; .

— Esis < Osin5scosl — < Osin5ssing,
3 + 4 0cosO 3 0sind
g+ 0cos® — = Osin )

olarak hesaplanir.
Birim hizli regiiler a(s) egrisinin y(pr(s)) normaller gosterge egrisi tarafindan
olusturulan X, (s, 8) tiip ve G, (s,0) genellestirilmis tiip yilizeylerinin grafikleri Sekil

3.4.4 de verilmistir.

Sekil 3.4.4 Normaller Gosterge Egrisinin Olusturdugu Tiip ve Genellestirilmis Tiip
Yiizeyleri
Ornek 3.4.5r(s) = sins olarak alinirsa 8 (@5 (s)) binormaller gosterge egrisi tarafindan

olusturulan kanal ylizeyin,

(i) qn(s,8) x C(s) kuaterniyon ¢arpimi yardimiyla denklemi,
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Xs(s,0) = 6(<pB (s)) — sinscossN(s) + sinsqy (s, 8) X C(s)
seklinde ifade edilir. qy (s, 8) = cos6 + sinON(s) birim reel kuaterniyondur.
(ii) Homotetik hareketler yardimiyla denklemi,
Xs(s,0) = 6((pB (s)) — sinscossN(s) + sinsMyC(s)
olarak verilir. My matrisi qy (s, @) birim reel kuaterniyonuna karsilik gelen matristir.

(iii) ytizeyin parametrik denklemi,

1 4 2 3
Xs5(s,0) = (g sin8s + gSiTlZS + gSiTlZSCOS5S + sinscosfsinbs — gSiTlSSiTl@COSSS,
1 4
—z c0S8s — < cos2s + gSiTlZSSiTlSS — sinscosf@cos5s — gsinssinesinSS,

, 3 . 4
gsm3s + Ests + gsmssme)

olarak hesaplanir.
Birim hizli regiiler a(s) egrisinin § ((pB(s)) binormaller gosterge egrisi tarafindan

olusturulan X5(s, @) kanal yiizeyinin grafigi Sekil 3.4.5 de verilmistir.

Sekil 3.4.5 Binormaller Gosterge Egrisinin Olusturdugu Kanal Yiizeyi
Ornek 3.4.6 (s) = 1 ve r(6) = 6 olarak alrsa §(¢z(s)) binormaller gdsterge egrisi
tarafindan olusturulan Xs(s, 0) tiip ve Gg(s, 8) genellestirilmis tiip ylizeylerinin,
(1) gn(s,0) X C(s) kuaterniyon ¢arpimi yardimiyla denklemleri,
X5(s,0) = 8(pp(s)) + qu(s,0) X C(s),
Gs(s,0) = 8(pp(s)) + 0qn(s,6) x C(s)

seklinde ifade edilir. qy (s, 8) = cos6 + sinON(s) birim reel kuaterniyondur.
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(ii) Homotetik hareketler yardimiyla denklemleri,
X5(s,0) = 8(9p(s)) + MyC(s),
Gs(s,0) = 6((,0,;(5)) + My C(s)
olarak verilir. My matrisi qy (s, @) birim reel kuaterniyonuna karsilik gelen matristir.

(iii) ytlizeyin parametrik denklemleri,

Xs(s,0) = (%sinSs + gsinZS + cos0sin5s — gsiTL@COSSS,
— % c0s8s — T co0s2s — cosOcosbs — gsinﬁsinSS,
. 4
gsm3$ + gsme)
1 4 3
Gs(s,0) = (E sin8s + EsinZs + OcosBOsin5s — EOsinBcosSs,
- % c0s8s — gCOSZS — BcosBcos5s — < 0sinfsin5s,
4 4
gSln3S + 3 Osinf)

olarak hesaplanir.
Birim hizh regiiler a(s) egrisinin & ((pB (S)) binormaller gosterge egrisi tarafindan

olusturulan Xg(s, 0) tiip ve Ggs(s,0) genellestirilmis tip yiizeylerinin grafikleri Sekil
3.4.6 da verilmistir.

Sekil 3.4.6 Binormaller Gosterge Egrisinin Olusturdugu Tiip ve Genellestirilmis Tiip

Yiizeyler
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4. DOLGU VE DOLGU BENZERIi YUZEYLER
Tamim 4.1 a(s): I € R - R3 regiiler bir uzay egrisi olsun.
A: X = a(s) = (a1(8), az(s), a3(s)) olmak tizere m > 0 ve ||mag|| < \/m
olsun. O zaman bir parametreli koni ailesinin zarfi

f(X;s) = (x— al(s))z +(y- az(s))2 —m?(z - a3(s))2 =0
dolgu ylizeyi olarak adlandirilir, A yiizeyin dogrultmanidir (Hartman, 2003).
Teorem 4.2 Oklid uzayinda a(s):I € R > R3 birim hizl regiiler bir egri ve Frenet
elemanlar1 {T'(s), N(s), B(s), k(s), t(s)} olsun. Dolgu yiizeyinin denklemi

D,(s,0) = a(s) + é(s)T(s) £ n(s){cosON(s) + sinBB(s)}

seklindedir.
£(s) = —(m? + 1)65(s,0) 635(s,0), n(s) = £VmZ + 185(s, 0)/1 — (m? + 1)6%(s,6)
ve 85(s,60) = Dy3(s, 0) — az(s) seklindedir (Kazan ve Karadag, 2019).

Koninin zarf ailesi olarak olusturulan dolgu yiizeyi D,(s,6) yiizeyinin

parametrelemesi

Do (5,8) = (Dar (s, 6), Daz(s, ), D3 (s, 6))
olsun. Eger 85(s,0) = Dy3(s,0) — as(s) ifadesinde Dy3(s, 8) = 02(s, 0) seklinde keyfi
bir fonksiyon olarak alinirsa elde edilen yiizey dolgu benzeri yiizey olarak adlandirilir.
Eger 85(s, 8) fonksiyonu sabit bir fonksiyon olarak alinirsa da yiizey tiip dolgu benzeri
ylizey olarak adlandirilir.

Bu béliimde ilk olarak, a(s) birim hizli regiiler egrisinin kiiresel gosterge egrileri
tarafindan olusturulan dolgu, dolgu benzeri ve tip dolgu benzeri ylizeyler
tanimlanacaktir. Bu ylizeylerin alternatif hareketli catinin elemanlar1 yardimiyla
parametrik denklemleri verilecektir. Sonrasinda, bu yiizeylerin denklemleri birim
kuaterniyonlar kullanilarak daha basit halde verilecektir. Ayrica birim kuaterniyona
karsilik gelen matrisler ile homotetik hareketler cinsinden ifade edilecektir. Son olarak,
verilen teori drnekler ile desteklenecek ve gosterge egrileri tarafindan iiretilen yiizeylerin
grafikleri verilecektir.

4.1. Tegetler Gosterge Egrisi Tarafindan Olusturulan Dolgu ve Tiip Dolgu Benzeri
Yiizeyler
a(s):I c R—> R3® birim hizhi regiiler bir egri ve hareketli alternatif cati

elemanlar1 {N(s), C(s),W(s), f(s),g(s)} olsun. a(s) egrisinin tegetler gosterge egrisi
B(sp) = Bor(s)) =T(s)
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olmak tizere birim hizh regiiler bir egri olsun. Bu boéliimde, B((pT(s)) tegetler gosterge
egrisi tarafindan olusturulan dolgu, dolgu benzeri ve tiip dolgu benzeri yiizeylerin
denklemleri verilecektir. Ardindan bu yiizey denklemlerinin her biri birim kuaterniyonlar
ve homotetik hareketler olarak matrisler yardimiyla ifade edilecektir.

Koninin zarf ailesi olarak olusturulan dolgu yiizeyi Dz (s, ) ylizeyinin

parametrelemesi
DB (S; 9) = (Dﬁl(sﬁ 0)! DﬁZ (S' 9)' Dﬁ3(sl 0))
olsun. Ayrica birim hizl regiiler a(s) egrisinin birim hizli tegetler gosterge egrisi

B(r()) = (Bi(0r()), B2(0r()), B3 (0r(5)))

olsun. B(¢.(s)) tegetler gosterge egrisi Dg(s, 8) yiizeyinin merkez egrisi olmak {izere

m > 0 ve |[mBs]| <+/(B1)? + (B3)? oldugunu kabul edelim. O zaman tegetler gosterge
egrisi B(¢r(s)) tarafindan olusturulan dolgu yiizeyi
2 2 2
(D[h(s' 0) — 31(4)7‘(5))) + (Dﬂz(S, 0) — ﬂz(‘PT(S))) —m? (DB3(S, 0) — ﬁs(pr(s))) =0
(4.1.1)

olarak alinabilir. Diizenlemelerin daha kolay yapilabilmesi icin terim ekleyip cikarti-

larak
(Dﬁl(s' 0) — .31((pT(S)))2 + (Dﬁz(s; 0) — .82(¢T(S)))2 —m? (D,B3(5' 6) — ﬁs((PT(s)))z +
(DBS (s,0) — ﬁ3(‘PT(5)))2 - (Dﬁs(s; o) — .33(§0T(5)))2 =0 (4.1.2)

esitligi elde edilir.
(4.1.2) esitliginden

(05(5.6) ~ B (0,)), 045, 8) ~ £ (1, ) = m + 1) (3s(.0) ~ B, (4,) )

(4.1.3)
elde edilir. Ardindan, Dg (s, 8) ylizeyinin alternatif hareketli cat1 {N, C, W} olsun. Buna
gore parametrik denklemi

Dp(s,6) — B(pr(s)) = 21(s5,0) N(s) + 2,(s,0) C(s) + A3(s5,60) W (s) (4.1.4)
olarak yazilabilir. 14,4, ve A3 fonksiyonlar1 s ve 6§ parametrelerinin diferansiyellenebilir

fonksiyonlaridir. Dahasi, ortonormal ¢at1 dzellikleri ve (4.1.4) esitligi yardimiyla

(D(5,0) = B (0,(5)),D5(5,0) = B (9,() )) = 1,%(5,0) + 2,2(5,6) + 13%(s, 0)
(4.1.5)
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elde edilir. (4.1.3) ve (4.1.5) esitlikleri yardimiyla

2
B(5,0) + 83(5,0) + 5(5,0) = (* + 1) (0a(s.0) = 8, (6,9) ) (4.1.6)
bulunur. Eger (4.1.6) ifadesinin s ve 8 parametrelerine gore tlirevi alinirsa sirasiyla
A1(s,0)A15(s,0) + A5(s,0)A25(s,0) + 23(s,0)A35(s, 0)
= (m? +1) (Dgs (5, 0) ~ B3(07(5))) (Dps (5, 0) = Ba(0r(s))) | (41.7)

Ve

Al (S! 9)116 (S! 9) + AZ (S! Q)AZB(S! 9) + ﬂ-3 (S, 9)/139(5! 9)
= (m? +1) (Dgs (5, 0) = 3 (7(5)) ) (Dps (5. 0)) (4.1.8)

esitlikleri elde edilir. Ayrica (4.1.4) esitliginin s ve 6 parametrelerine gore tiirevleri

alinirsa sirasiyla
(Dp(5,6)) =(1 + 415(5,6) = 22(s5,0)f (5)) N(s)

+(A1(5,0)f(s) + A25(s,0) — A3(5,0)g(s)) C(s)
+(A(s,0)g(s) + A35(s,0)) W(s) (4.1.9)
ve

(Dps(s, 9))6=(/119(s, 6)) N(s) + (A29(s,0)) C(s) + (A39(s,6)) W(s) (4.1.10)

olarak hesaplanir. Zarf ailesinin tanimi kullanilarak

(Dp(5,0) = B (0,()), (Dp(s,0)) ) = 0 (4.1.11)
N
olarak distintlir. (4.1.4), (4.1.9) ve (4.1.11) esitlikleri yardimiyla
21(5,0) + 2,(5,0) 245 (s, 8) + A, (s, 0) A5 (5, 0) + A5 (s,0)255(5,0) = 0 (4.1.12)

elde edilir. (4.1.7) ve (4.1.12) esitlikleri kullanilarak
21(5,0) = —(m? + 1) (D3 (5, 6) — Bs(9r(5)) ) (Dps (,6) = B3 (01()) )

olarak bulunur. Trigonometrik 6zellikler yardimiyla

A,(s,0) = +ym?2 + 1 (Dﬁ3 (s,0) — ,83(<pT(s)))\/1 —(m2+1) (Dﬁ3(s, 6) — B ((pT(s)))sz cos6

2
N

A:(s,0) = +ym?2 +1 (Dﬁ3 (s,0) — ,83(<pT(s))) \/1 —(m2+1) (Dﬁ3 (s,0) — B3 ((pT(s))) sinf

(4.1.13)
olarak alinabilir.
a(s):I c R—> R3® birim hizli regiiler bir egri ve hareketli alternatif cati

elemanlar1 {N(s),C(s),W(s), f(s),g(s)} olsun. a(s) egrisinin tegetler gosterge egrisi
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,B((pT(s)) olmak iizere birim hizli regiiler bir egri olsun. a(s):1 € R - R3 birim hizli

regiiler egrisinin birim normal vektorii N(s) = (nl (s),n,(s),ng (s)) olmak tizere
qn(s,0) = cosB + sinON(s)

birim reel kuaterniyonu S3 c R* uzayinda bir fonksiyondur. gy (s, 8) birim reel

kuaterniyonunun M, matris gosterimi

cos?8 + sin?0(n? —n2 —n2) —sinf(cosOn; —sinBnyn,)  2sinB(cosfn, + sinfBn n;)
25inB(cosOns + sinfBnyn,)  cos?O + sin?0(n3 —n? —n2)  2sinB(sin@n,ng — cosOn,)
25in@(sinBnyn; — cosn,)  2sinB(cosOn, + sinBn,n;)  cos?6 + sin*O(n3 —n3 —n?)

(4.1.14)
olarak verilir. N(s), My matrisinin donme eksenidir ve MyN (s) = N(s) seklindedir.
Simdi tiim bunlarin 15181 altinda regiiler a(s) egrisinin B(@1(s)) tegetler gdsterge
egrisi tarafindan olusturulan dolgu yiizeyleri ile ilgili temel teoremimizi verebiliriz.
Teorem 4.1.1 a(s): ] € R - R3 birim hizli regiiler egrisi verilsin. a(s) egrisinin birim
hizli B((pT(s)) tegetler gosterge egrisi tarafindan olusturulan Dg (s, 8) dolgu ylizeyinin
parametrik denklemleri asagidaki sekildedir.
(i) qn(s,0) x C(s) kuaterniyon ¢arpimi yardimiyla,
Dg(5,0) = B(pr(s)) +E(SIN(S) £1(s)qu(s, 8) x C(s) (4.1.15)
seklinde ifade edilir.
(ii) Homotetik hareketler yardimiyla,
Dg(s,0) = B(er(s)) + E(SIN(S) £n(s)MyC(s)(s) (4.1.16)
olarak verilir.
£(s) = —(m? + 1)83(s,6) 834(s,0), n(s) = +Vm? +163(s,6)y/1 — (m? + 1)6%(s,6)
ve 83(s,0) = Dp3(s,0) — Bs(@r(s)) seklindedir (Kocakusakli, 2025).

Ispat: qy(s, 8) birim reel kuaterniyonu ile C(s) has reel kuaterniyonunun ¢arprmindan
qn(s,0) X C(s) = cosOC(s) + sinOW (s)
olarak hesaplanir. Ardindan,
Dg(s,6) = ﬁ((pT(s)) + &(s)N(s) £ n(s){cosOC(s) + sindW (s)} (4.1.17)
elde edilir.
Eger burada 8 ((pT(s)) + £(s)N(s) oteleme vektori, n(s) homotetik skalar ve My orto-
gonal matrisi de homotetik hareketin matrisi olarak diisiiniiliir ise
Dp(s,0) = B(@r(s)) + E(s)N(s) + n(s)MyC(s)

ifadesi bir homotetik harekettir. Bu sekilde teorem ispati tamamlanir.
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Simdi, regiiler birim hizli bir a(s) egrisinin tegetler gostergesi olan B(@r(s))
tarafindan olusturulan dolgu benzeri ile tiip dolgu benzeri yiizeylerin kuaterniyonlar ve
matrisler yardimiyla parametrizasyonlari verilecektir.

Teorem 4.1.2 a(s): ] € R - R3 birim hizli regiiler egrisi verilsin. a(s) egrisinin birim
hizli B( @7 (s)) tegetler gosterge egrisi tarafindan olusturulan DBg(s,0) dolgu benzeri
ylizeyinin parametrik denklemleri asagidaki sekildedir.
(i) qn(s,0) x C(s) kuaterniyon ¢arpimi yardimiyla,

DBg(s,60) = B(r(s)) + E(SIN(s) £ n(s)qn(s,8) x C(s) (4.1.18)
seklinde ifade edilir.
(ii) Homotetik hareketler yardimiyla,

DBg(s,0) = B(er(s)) + E(s)N(s) + n(s)MyC(s) (4.1.19)
olarak verilir.
§(s) = —(m? + 1)85(5,0) 835(5,0),1(s) = £Vm? + 185(5,0)/'1 — (m? + 1)8Z(s,6)
ve 83(s,0) = 2(s,0) — B3(r(s)) seklindedir (Kocakusakli, 2025).

Teorem 4.1.3 a(s): ] € R - R3 birim hizli regiiler egrisi verilsin. a(s) egrisinin birim
hizli B((pT(s)) tegetler gosterge egrisi tarafindan olusturulan DBTg(s,8) tiip dolgu
benzeri ylizeyinin parametrik denklemleri asagidaki sekildedir.
(i) qn(s,0) x C(s) kuaterniyon ¢arpimi yardimiyla,

DBTy(s,0) = B(9r(s)) £ n(s)an(s, 6) x C(s) (4.1.20)
seklinde ifade edilir.
(ii) Homotetik hareketler yardimiyla,

DBTp(s,0) = B(pr(s)) £ n(s)MyC(s) (4.1.21)
olarak verilir.
£(s) = —(m? + 1)85(s,0) 855(s,0), n(s) = £Vm? + 185(s,0)y/1 — (m? + 1)62,(s,6)
ve 03(s,0) = ¢ € R seklindedir (Kocakusakli, 2025).

4.2. Normaller Gosterge Egrisi Tarafindan Olusturulan Dolgu ve Tiip Dolgu
Benzeri Yiizeyler
a(s):1 c R —> R3 birim hizli regiiler bir egri ve hareketli alternatif cati
elemanlar1 {N(s), C(s), W (s), f(s), g(s)} olsun. a(s) egrisinin normaller gosterge egrisi
y(sn) =v(on(s)) = N(s)
olmak iizere birim hizli regiiler bir egri olsun. Bu bdliimde, y(<p N (s)) normaller gosterge

egrisi tarafindan olusturulan dolgu, dolgu benzeri ve tiip dolgu benzeri ylizeylerin
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denklemleri verilecektir. Ardindan bu yiizey denklemlerinin herbiri birim kuaterniyonlar
ve homotetik hareketler olarak matrisler yardimiyla ifade edilecektir.
N'(s)

€O =@

= (c1(5), c3(5), c5(5))

olmak tizere
qc(s,0) = cosf + sinfC(s)
birim reel kuaterniyonu S* c R* uzayinda bir fonksiyondur. g (s, 8) birim reel kuater-

niyonunun M, matris gosterimi

cos?0 + sin?0(c? — c2 — c2) —2sinB(cosOc; — sinbc,c,)  2sinB(cosOc, + sinbc,c3)
M, =| 2sinB(cosOc; + sinfc,c,)  cos?0 + sin?0(c2 — c? — c2)  2sinB(sinBc,c; — cosOc;)
2sinB(sinfc,c; — cosOc,) 2sinf(cosOc; + sinfcyc;)  cos?0 + sin?6(c? — ¢z — c?)
4.2.1)

olarak verilir. C(s), M, matrisinin donme eksenidir ve M-C(s) = C(s) seklindedir.
Simdi, regiiler a(s) egrisinin normaller gdstergesi y(¢@y(s)) egrisi tarafindan

olusturulan dolgu yiizeyleri ile ilgili temel teoremimizi verebiliriz.
Teorem 4.2.1 a(s):I € R — R3 birim hizli regiiler egrisi verilsin. a(s) egrisinin birim
hizl y(<p N (s)) normaller gosterge egrisi tarafindan olusturulan D, (s, 8) dolgu yiizeyinin
parametrik denklemleri asagidaki sekildedir.
(i) qc(s,0) x W(s) kuaterniyon ¢arpimi yardimiyla,

D,(5,8) = y(p(s)) + E()C() £ 1(5)qc(s, 6) X W(s) (42.2)
seklinde ifade edilir.
(ii) Homotetik hareketler yardimiyla,

D,(5,8) = y(pn(s)) +E()C(s) + n(sIMW (s) (4.2.3)
olarak verilir.
£(s) = —(m? + 1)85(s,0) 835(s,0), n(s) = +Vm? + 185(s,0)\/1 — (m? + 1)62,(s,6)
ve 85(s,0) = Dy3(s,0) — 3 ((pN (S)) seklindedir (Kocakusakli, 2025).

Ispat: q.(s, 8) birim reel kuaterniyonu ile W (s) has reel kuaterniyonunun ¢arpimindan
qc(s,0) X W(s) = cosBW (s) + sinON(s)
olarak hesaplanir.
D,(s,0) = y(<pN (s)) + &(s)C(s) £ n(s){cosOW (s) + sinON(s)} (4.2.4)
elde edilir. Eger burada y(<p N (s)) + £(s)C(s) oteleme vektorii, n(s) homotetik skalar ve

M. ortogonal matrisi de homotetik hareketin matrisi olarak digiiniiliir ise

Dy(s,0) = y(@n(s)) + £(s)C(s) £n(sIMW (s)
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ifadesi bir homotetik harekettir. Bu sekilde teorem ispati tamamlanir.

Simdi, regiiler birim hizli bir a(s) egrinin y(@y(s)) normaller gosterge egrisi
tarafindan olusturulan dolgu benzeri ile tiip dolgu benzeri yiizeylerin kuaterniyonlar ve
matrisler yardimiyla parametrizasyonlari verilecektir.

Teorem 4.2.2 a(s):] € R — R3 birim hizli regiiler egrisi verilsin. a(s) egrisinin birim
hizlt y(@y(s)) normaller gosterge erisi tarafindan iiretilen DB, (s,8) dolgu benzeri
ylizeyinin parametrik denklemleri asagidaki sekildedir.
(1) qc(s,0) x W(s) kuaterniyon ¢arpimi yardimuiyla,

DB,(s,0) =y (on(s)) + &(s)C(s) £1(s)qc(s, 6) X W(s) (4.2.5)
seklinde ifade edilir.
(ii) Homotetik hareketler yardimiyla,

DB, (5,60) = v (pn(s)) + §()C(s) £ n(s)McW (s) (4.2.6)

olarak verilir.
£(s) = —(m? + 1)85(5,0) 83(s,0),1(s) = £Vm? + 185(s,0)/1 — (m? + 18Z(s, 6)
ve 03(s,0) = 2(s,0) —y3 ((pN (S)) seklindedir (Kocakusakli, 2025).

Teorem 4.2.3 a(s):I € R — R3 birim hizli regiiler egrisi verilsin. a(s) egrisinin birim
hizl y(@p(s)) normaller gésterge egrisi tarafindan olusturulan DBT, (s, 6) tiip dolgu
benzeri yiizeyinin parametrik denklemleri asagidaki sekildedir.
(i) reel kuaterniyon garpimi g (s, 8) X W (s) yardimiyla,

DBT,(s,0) = y(on(s)) £1(s)qc(s, 0) x W(s) (42.7)
seklinde ifade edilir.
(ii) Homotetik hareketler yardimiyla,

DBT,(5,8) = v (¢on(5)) £ n()McW (s) (4.2.8)
olarak verilir.
£(s) = —(m? + 1)85(s,0) 835(s,0),n(s) = £Vm? + 185(s,0)y/1 — (m? + 1)52,(s, 6)
ve 03(s,0) = ¢ € R seklindedir (Kocakusakli, 2025).

4.3. Binormaller Gosterge Egrisi Tarafindan Olusturulan Dolgu ve Tiip Dolgu
Benzeri Yiizeyler

a(s):I c R—> R3® birim hizli regiiler bir egri ve hareketli alternatif cati
elemanlar1 {N(s),C(s),W(s), f(s),g(s)} olsun. a(s) egrisinin binormaller gosterge

egrisi
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8(sp) = 5((93(5)) = B(s)

olmak tizere birim hizli regiiler bir egri olsun. Bu boliimde, & ((pB (s)) binormaller
gosterge egrisi tarafindan olusturulan dolgu, dolgu benzeri ve tiip dolgu benzeri
yiizeylerin denklemleri verilecektir. Ardindan bu yilizey denklemlerinin her biri birim
kuaterniyonlar ve homotetik hareketler olarak matrisler yardimiyla ifade edilecektir.

Simdi bunlar yardimiyla regiiler a(s) egrisinin §(¢g(s)) binormaller gésterge
egrisi tarafindan olusturulan dolgu ylizeyleri ile ilgili temel teoremimizi verebiliriz. Bu
teoremde olusturulan dolgu yiizeyi, boliim 4.1 de verilen tegetler gosterge egrisi
tarafindan olusturulan dolgu ylizeyine ¢ok benzer sekilde iiretildiginden dolay1 teoremin
ispat1 Teorem 4.1.1 ifadesine benzer sekilde kolayca yapilabilir. Bu yilizden asagidaki
teorem ispatsiz olarak verilecektir.
Teorem 4.3.1 a(s):I € R — R3 birim hizli regiiler egrisi verilsin. a(s) egrisinin birim
hizli §(pp(s)) binormaller gésterge egrisi tarafindan olusturulan Ds(s,6) dolgu
ylizeyinin parametrik denklemleri asagidaki sekildedir.
(i) qn (s, 8) x C(s) kuaterniyon ¢arpimi yardimiyla,

Ds(s,0) = 8(p5p(s)) + E(SIN(s) £ n(s)qn(s,0) x C(s) (4.3.1)
seklinde ifade edilir.
(ii) Homotetik hareketler yardimiyla,
Ds(s,6) = 8(p5()) + E(SIN(s) £ n(s)MyC(s) (4.3.2)

olarak verilir.
£(s) = —(m? + 1)85(s,0) 834(s,0), n(s) = £Vm? + 183(s,)y/1 — (m? + 1)63,(s, 6)
ve 5(s,0) = Dg3(s,0) — 63 ((pB (s)) seklindedir (Kocakusakli, 2025).

Simdi, regiiler birim hizli bir a(s) egrinin binormaller gostergesi olan &(sp)
tarafindan olusturulan dolgu benzeri ile tiip dolgu benzeri yiizeylerin kuaterniyonlar ve
matrisler yardimiyla parametrizasyonlar1 verilecektir.

Teorem 4.3.2 a(s):I € R - R3 birim hizli regiiler egrisi verilsin. a(s) egrisinin birim
hizli §(pp(s)) binormaller gosterge efrisi tarafindan olusturulan DBs(s,6) dolgu
benzeri yiizeyinin parametrik denklemleri agagidaki sekildedir.
() qn(s,0) x C(s) kuaterniyon ¢arpimi yardimiyla,

DBs(s,60) = §(¢5(s)) + §(N(S) £n()an(s, ) X C(s)  (4.3.3)
seklinde ifade edilir.
(ii) Homotetik hareketler yardimiyla,
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DBs(s,6) = 8(@p(s)) + E(SIN(s) £ n(s)MyC(s) (4.3.4)
olarak verilir.
E(s) = —(m? + 1)85(s,0) 855(s,0), n(s) = Vm? + 185(s, 0)y/1 — (m? + 1)82,(s,6)
ve 83(s,0) = 0(s,0) — 63(@p(s)) seklindedir (Kocakusakli, 2025).

Teorem 4.3.3 §(¢5(s)) binormaller gdsterge egrisi tarafindan olusturulan DBTs(s, 8)
tiip dolgu benzeri ylizeyinin parametrik denklemleri asagidaki sekildedir.
(i) qn(s,0) x C(s) kuaterniyon ¢arpimi yardimiyla,

DBT5(5,8) = 6(05(s)) £ 1(s)an(5,8) x C(s) (4.3.5)
seklinde ifade edilir.
(ii) Homotetik hareketler yardimiyla,

DBTs(s,0) = §(pp(s)) £ n(s)MyC(s) (4.3.6)
olarak verilir.
£(s) = —(m? + 1)85(s,0) 855(s,0), n(s) = £Vm? + 185(s,0)y/1 — (m? + 1)62,(s,6)
ve 03(s,0) = c¢ € R seklindedir (Kocakusakli, 2025).

4.4. Kiiresel Gosterge Egrileri Tarafindan Olusturulan Dolgu Benzeri ve Tiip Dolgu
Benzeri Yiizey Ornekleri

Bu béliimde, a(s):1 € R - R3 birim hizli regiiler egrisinin kiiresel gosterge
egrileri olan tegetler gostergesi, normaller gdstergesi ve binormaller gostergesi egrileri
tarafindan olusturulan dolgu benzeri ve tiip dolgu benzeri yiizey 6rnekleri verilecektir. Bu
ylizeylerin once parametrik denklemleri verilecek, sonrasinda reel kuaterniyon ¢arpimi
yardimiyla kuaterniyonik olarak ifade edilecektir. Ardindan, kuaterniyonlarin matris
karsilig1 yardimi ile de homotetik hareketler cinsinden matrisel denklemleri verilecektir.
Ayrica son olarak, olusturulan bu yiizeylerin Mathematica programi yardimu ile grafikleri

verilecektir.
a(s) = (i sin8s — Esin25, — L cos8s + EcosZs, 2 sinSS)
40 5 40 5 15
alternatif hareketli ¢at1 elemanlar1 {N(s), C(s), W (s), f(s),g(s)}

06 = (~ Eeosss,—Eainss D)
(s) = 5cos s, 5sm s, )

C(s) = (sin5s, —cos5s,0),
w( )—( 3 L0555, — > sin5 4)
s) = —gcosSs, — ¢ sinss, ¢

dir. Daha sonra a(s) egrisinin tegetler, normaller ve binormaller gosterge egrileri
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4 1 4 4
B(pr(s)) = ( cos8s — < cos2s,= = sin8s — gsinZS,g cos3s>,

4 4 3
)’((PN (s)) (— —cos5s, — z —sin5s, — §>,

4

4 1 4
§(pp(s)) = ( sin8s + = z sin2s, — 560585 - ECOSZS z sin3s>

seklinde parametrelendirilir.

qn(s,0) = cosO + sinfN(s) birim reel kuaterniyonunun My matris gosterimi
N1 Miz N3
My = [N21 N2 N3 4.4.1)
N31 N3z N33
3 . 16 . .
Ny, = cos?6 — — 2 sin%g + = — ®sin?0cos10s, mny, = < sin26 + Esmzesmws,
4 : 45 3 . 16 . o .
Ny3 = —Esm29$m55 + Esm 0cos5s, Ny, = —Esm29 + 5o sin 0sin10s,
9 . 16 . 4 . 24 . .
Ny, = €S20 — Esmze - 2—Ssm29c05105, Np3 = _Sin26cos5s + 2—55m205m55,
4 . . 24 4 . 24 . .
N3y = ¢ sin26sin5s + —sm29c0555, Ngz = —sin20cosSs + Z—SSanBSlTlSS,

ng3 = cos?6 + sm 9+ sm 20c0s10s

seklindedir. Ayrica benzer sekilde

qc(s,0) = cosf + sinfC(s) birim reel kuaterniyonunun M, matris gosterimi

cos?6 — sin®*0cos10s —sin?6sin10s —sin26cos5s
M, = —sin?6sin10s cos?0 + sin®*06cos10s —sin26sin5s| (4.4.2)
sin20cos5s sin20sinbs cos26

olarak hesaplanir.
Ornek 4.4.1 65(s,0) =1vem = % olarak alinirsa (@7 (s)) tegetler gosterge egrisi
tarafindan olusturulan tiip dolgu benzeri ylizeyin,
(i) qn(s,0) x C(s) kuaterniyon ¢arpimi yardimiyla denklemi,

DBTy(s,8) = B(er(s)) + (s, 8) x C(s) (4.4.3)
seklinde ifade edilir. qy (s, 8) = cos6 + sinON(s) birim reel kuaterniyondur.
(ii) Homotetik hareketler yardimiyla denklemi,

DBTy(5,6) = B(pr()) +2 MyC(s) (4.4.4)
olarak verilir, burada (4.4.1) ile verilen My matrisi gy (s, 8) birim reel kuaterniyonuna

karsilik gelen matristir.
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(iii) ytizeyin parametrik denklemi,

1 4 V5 , 3
DBTp(s,0) = (g cos8s — T cos2s + > (cos@sis - gsmecosSs),

1 4 5 3
—=sin8s — =sin2s — > (cochosSs + = sinGsinSs) ,

5 5 5
4 25
3 cos3s + = sind) (4.4.5)

olarak hesaplanur.
Birim hizli regiller a(s) egrisinin B(@r(s)) tegetler gdsterge egrisi tarafindan
olusturulan DBT(s, 6) tiip dolgu benzeri yiizeyinin farkli parametrelere gore grafikleri

Sekil 4.4.1 de verilmistir.

Sekil 4.4.1 Tegetler Gosterge Egrisinin Olusturdugu Tiip Dolgu Benzeri Yiizey
Ornek 4.4.2 65(s,0) = 1vem = % olarak alinirsa y(@y(s)) normaller gésterge egrisi
tarafindan olusturulan tiip dolgu benzeri yiizeyin,

(@) qc (s, 0) x W(s) kuaterniyon ¢arpimi yardimiyla denklemi,
V5
DBTy(s,0) = y(pn(s)) + - qc(s,0) x W(s) (4.4.6)
seklinde ifade edilir. g-(s, 8) = cos@ + sinOC(s) birim reel kuaterniyondur.
(ii) Homotetik hareketler yardimiyla denklemi,
V5
DBTy(s,60) =¥ (pn()) + 5 McW (s) (4.4.7)
olarak verilir, burada (4.4.2) ile verilen M, matrisi q.(s,8) birim reel kuaterniyonuna

karsilik gelen matristir.

(iif) ylizeyin parametrik denklemi,
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DBT, (s, 0) = * coss \/3(3 0cos5s + = sing 5)
y S, = ( SCOS S ) SCOS COSOS SSln cosos |,

4 V5 /3 _ 4
— gsm5$ 5 (§ cosfsinbs + gsmesm55> ,
3 V5.4 3
—z + > (E coso — < San)) (4.4.8)

olarak hesaplanir.

Birim hizli regiller a(s) egrisinin y(@y(s)) normaller gdsterge egrisi tarafindan
olusturulan DBTy (s, 8) tiip dolgu benzeri yiizeyinin farkli parametrelere gore grafikleri
Sekil 4.4.2 de verilmistir.

Sekil 4.4.2 Normaller Gosterge Egrisinin Olusturdugu Tiip Dolgu Benzeri Yiizey
Ornek 4.4.3 55(s,0) = 1vem = % olarak alinirsa 8¢ (s)) binormaller gdsterge egrisi
tarafindan olusturulan tiip dolgu benzeri ylizeyin,

(i) qn(s,0) x C(s) kuaterniyon ¢arpimi yardimiyla denklemi,
DBT;(s,8) = 6(p5(s)) + % qu(s,6) X C(s) (4.4.9)

seklinde ifade edilir, burada gy (s, 8) = cos6 + sinfN (s) birim reel kuaterniyondur.

(ii) Homotetik hareketler yardimiyla denklemi,
DBT5(s5,6) = 6(ps(s)) + S MyC(s) (4.4.10)

olarak verilir. (4.4.1) ile verilen My matrisi qy (s, 8) birim reel kuaterniyonuna karsilik
gelen matristir.

(iii) ylizeyin parametrik denklemi,
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1 4 V5 /3 4
DBTs(s,0) = (g sin8s + gSiTlZS -5 (g cosfOcos5s + gSiTlQCOSSS) ,
1 4 V5 /3 _ 4
—z c0s8s — T c0S2s — > (E cosfsinbs + < smBsis),
4 V5 /4 3
gsm3s + > (§ cosf — gsm9>) (4.4.11)
olarak hesaplanir.

Birim hizli regiiler a(s) egrisinin & ((pB (s)) binormaller gosterge egrisi tarafindan
olusturulan DBTs(s, 8) tiip dolgu benzeri yiizeyinin farkli parametrelere gore grafikleri

Sekil 4.4.3 de verilmistir.

Sekil 4.4.3 Binormaller Gosterge Egrisinin Olusturdugu Tiip Dolgu Benzeri Yiizey

Ornek 4.4.4 65(s,0) = 6 + ‘/%_Ss vem = % olarak almirsa 8 ((pT(s)) tegetler gosterge

egrisi tarafindan olusturulan dolgu benzeri yiizeyin,

(i) qn(s,0) x C(s) kuaterniyon ¢arpimi yardimiyla denklemi;

DBy(s,0) = B(pr(s)) =22 (0 + 25 ) N(s) + 22 (6 +25) qu (s, 0) x C(s)

(4.4.12)
seklinde ifade edilir. gy (s, 8) = cos@ + sinON (s) birim reel kuaterniyondur.

(ii) Homotetik hareketler yardimiyla denklemi,

DBy(5,0) = Bpr(s)) — 22 (6+ gs) N(s) +2 (6 + gs) MyC(s)  (44.13)

olarak verilir. (4.4.1) ile verilen My matrisi qy (s, 8) birim reel kuaterniyonuna karsilik
gelen matristir.

(iii) ylizeyin parametrik denklemi,

48



1 4 V15 V15
DBg(s,0) = (§ cos8s — T cos2s + — <6 + —S) cos5s

\/§< Jﬁ)(

+—|0+—
4 S

5
1 4 V15
—sin8s — —=sin2s + <9 +

3
cosfsin5s — = SinHCOSSS),

5

V15
5

5 5 5
\/§<6 V15 )(

3 .
- +TS c0s0cos5s +§smesm5$),

4 3V15 V15 \ V5 V15 |\ |
§c053$+ >0 0+ =S +TS sin@) (4.4.14)

s) sin5s

5

olarak hesaplanir.
Birim hizli regiller a(s) egrisinin B(@r(s)) tegetler gdsterge egrisi tarafindan

olusturulan DBg(s, 8) dolgu benzeri ylizeyinin grafigi Sekil 4.4.4 de verilmistir.

Sekil 4.4.4 Tegetler Gosterge Egrisinin Olusturdugu Dolgu Benzeri Yiizey

Ornek 4.4.5 55(s,0) = 0 + ? svem = % olarak alinirsa y(<p N (s)) normaller

gosterge egrisi tarafindan olusturulan dolgu benzeri yiizeyin;

(i) qc(s,0) x W(s) kuaterniyon ¢arpimi yardimiyla denklemi,

DBy(5,6) = ¥(on () =52 (0 +25) €(s) + 2 (0 +225) gc(s,8) x W(s)

(4.4.15)
seklinde ifade edilir. g- (s, 8) = cos@ + sinfC(s) birim reel kuaterniyondur.

(ii) Homotetik hareketler yardimiyla denklemi,

DB,(5,0) = ¥(pn(s)) =2 (6+ gs) C(s) +2 (6+ gs) MW(s)  (44.16)
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olarak verilir, burada (4.4.2) ile verilen M, matrisi q. (s, 8) birim reel kuaterniyonuna
karsilik gelen matristir.

(iii) ytizeyin parametrik denklemi,

4 V15 _
DB,(s,0) = (——cosSs - 0 + s sinb5s

“F(oes )3

4
cosOcos5s + —sm@cosSs)

5
A i 5 \/_ 9+\/1_5 5
55m S z z s | cos5s
V5 V15 \ /3 _ 4
7 <9 + TS> (g cosfsin5s + gsmesm55> ,
3 5 V15 /4 3
- g T (6 + TS) (g cosO — gsm6>) (4.4.17)

olarak hesaplanir.

Birim hizhi regiiler a(s) egrisinin y(<pN (S)) normaller gosterge egrisi tarafindan

olusturulan DBy (s, ) dolgu benzeri yiizeyinin grafigi Sekil 4.4.5 de verilmistir.

Sekil 4.4.5 Normaller Gosterge Egrisinin Olusturdugu Dolgu Benzeri Yiizey

Ornek 4.4.6 65(s,0) =06+ ?s vem = % olarak alinirsa & ((pB (s)) binormaller

gosterge egrisi tarafindan olusturulan dolgu benzeri yiizeyin,
() qn(s,0) x C(s) kuaterniyon ¢arpimi yardimiyla denklemi,

DBs(s,0) = 6(g03(s)) —?(6 +§s) N(s) +\i—§(9 + gs) qn(s,0) X C(s)

(4.4.18)
seklinde ifade edilir. qy (s, 8) = cos6 + sinON(s) birim reel kuaterniyondur.
(ii) Homotetik hareketler yardimiyla denklemi,
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DBs(5,0) = 8(05()) =2 (0 + 25 N(s) + (0 +25) MyC(s)  (4.4.19)

olarak verilir. (4.4.1) ile verilen My matrisi qy (s, 8) birim reel kuaterniyonuna karsilik
gelen matristir.

(iii) ytizeyin parametrik denklemi,

1 4 V15 V15
DBs(s,0) = (=sin8s + =sin2s + — | 6 + ——s | cos5s
5 5 5 5
5 V15 3
+ £ 0+—s (cos@sinSs — —sin@cosSs),
4 5 5
1 4 V15 V15 ]
—c0s8s — —-cos2s + — | 0 + —s | sinbs
5 5 5 5
5 V15 3
— £ 0+—s (cosBcosSs + —sin@sinSs),
4 5 5
4 3v/15 V15 V5 V15 '\ |
gsmBs + >0 <0 + z s> = <9 + TS> sinf) (4.4.20)
olarak hesaplanir.

Birim hizh regiiler a(s) egrisinin & ((pB (s)) binormaller gosterge egrisi tarafindan

olusturulan DBg(s, ) dolgu benzeri yiizeyinin grafigi Sekil 4.4.6 da verilmistir.

Sekil 4.4.6 Binormaller Gosterge Egrisinin Olusturdugu Dolgu Benzeri Yiizey
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5. SONUC VE ONERILER

Bu calismada, ilk olarak kanal ve tiip yiizeylerinin tanimi1 ve bu yiizeylerle ilgili nemli
ifadeler verilmistir. Ardindan birim hizli regiiler bir egrinin kiiresel gosterge egrileri olan
tegetler, normaller ve binormaller gosterge egrileri tarafindan iiretilen kanal, tiip ve
genellestirilmis tlip yiizeylerinin alternatif hareketli catiya goére parametrizasyonlari
verilmigtir. Kuaterniyonlar ve bunlara karsilik gelen matrisler yardimiyla verilen
denklemler daha sade bigimde ifade edilmistir. Ozellikle elde edilen tiip yiizeyleri igin
ortalama egrilik fonskiyonlar1, Gauss egrilik fonksiyonlari, asimptotik egri, geodezik egri
ve minimal egri sartlar1 verilmistir. Teori de verilen ifadeler 6rnekler ile desteklenmis ve
grafikleri ¢izilmistir. Kanal ylizeyine benzer sekilde birim hizli regiiler bir egrinin kiiresel
gosterge egrileri ile tiretilen dolgu (set), dolgu benzeri ve tiip dolgu benzeri yiizeylerin
alternatif hareketli catiya gore parametrizasyonlar1 verilmistir. Reel kuaterniyon carpimi
ve birim kuaterniyona karsilik gelen matrisler yardimiyla verilen denklemler daha basit
bigimde ifade edilmistir. ifade edilen teori verilen &rnekler ile desteklenerek grafikleri
¢izilmigtir. Oklid uzayinda Frenet gatisina gore gerek kanal gerekse dolgu yiizeylerinin
ve bu ylizeylerin 6zel hallerini igeren oldukga fazla sayida ¢alisma mevcuttur. Dahasi bu
caligmalar farkli uzay ve egri yiizey catilarina da taginmis ve calisilmaya devam
edilmektedir. Bu calismada Frenet catisina alternatif olarak olusturulan alternatif
hareketli ¢at1 ele alinmistir. Egrinin yani sira kiiresel gosterge egrileri de dayanak egrisi
olarak kabul edilerek farkli bir bakis agis1 kazandirilmaya ¢alisilmistir. Bishop, Darboux
catis1 gibi farkl egri yiizey catilarina ve Minkowski, Galileo, Pseudo Galileo gibi farkl
uzaylara da genisletilebilir. Boylece teorik olarak farkli bakis acilar1 diisiintilerek
zenginlestirilebilir. Ayrica, ele alinan bu yapr ve kavramlar 6zellikle miithendislik ve
bilgisayar bilimleri, goriintii isleme gibi diger alanlarla da yakindan iligkilidir dolayisiyla

alanlar arasi1 ¢aligmalar genisletilerek daha 6nemli ve uygulamali sonuglar elde edilebilir.
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