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OZET

YUKSEK LiSANS TEZi

BASIT DOGRUSAL REGRESYON MODELINDE MODEL PARAMETRELERININ
DAYANIKLI TAHMINi

OMER BAYRAKTAR

SINOP UNIVERSITESI LISANSUSTU EGITiM ENSTITUSU
ISTATISTIK ANABILIiM DALI

DANISMAN: DOC. DR. DEMET HAN AYDIN

Bu tez ¢aligmasinda, basit dogrusal regresyon modelinde model parametrelerinin En Kiigiik
Kareler (Least Squares—LS) tahmin edicilerinin performans: farkli senaryolar altinda
incelenmistir. ilk senaryoda, hata terimlerinin dagilimi olarak normal dagilima alternatif
olabilecek farkl1 olasilik dagilimlar1 ve cesitli aykir1 deger modelleri dikkate alinmustir. ikinci
senaryoda ise, hata terimlerinin saga carpik bir dagilim olan Gumbel dagilimim izledigi
varsayllmistir. Ayrica, X-yoniinde aykir1 gozlemlerin bulundugu durumlarda, LS tahmin
edicilerinin performanslart, literatiirde yaygin olarak kullanilan En Kii¢iik Mutlak Sapma (Least
Absolute Deviation-LAD), Agirlikli En Kiiciik Mutlak Sapma (Weighted Least Absolute
Deviation-WLAD) ve En Kiiciik Medyan Kareler (Least Median of Squares-LMS) gibi
dayanikli (robust) tahmin yontemleri ile karsilagtirilmstir.

Tahmin yontemlerinin etkinligini degerlendirmek amaciyla Monte-Carlo simiilasyon teknigi
kullanilmis; karsilagtirma olgiitleri olarak ise yan (Bias) ve hata kareler ortalamasi (Mean
Squared Error-MSE) kriterleri esas alinmustir.

Simiilasyon c¢alismalarindan elde edilen bulgular1 desteklemek amaciyla, literatiirde yer alan
gergek veri seti ile analiz gergeklestirilmistir. Hem simiilasyon hem de gercek veri analizi
sonugclari, hata terimlerinin normal dagilmadigi veya veri setinde aykir1 gézlemlerin bulundugu
durumlarda, LS tahmin edicilerinin performansinin 6énemli 6l¢iide azaldigini ortaya koymustur.
Buna karsin, dayanikli tahmin yontemlerinin bu tiir veri bozulmalarina kars1 daha kararli ve
giivenilir sonuglar irettigi belirlenmistir.

Ayrica, LMS tahmin edicisinin, model parametrelerinin tahmininde varsayim ihlalleri kargisinda
diger yontemlere kiyasla daha yiiksek dayaniklilik gosterdigi sonucuna ulasilmigtir. WLAD
tahmin edicisi ise performans agisindan LMS ydnteminin ardindan en basarili tahmin yontemi
olarak tespit edilmis olup, LMS’ye alternatif olarak tercih edilebilecek giivenilir bir secenek
durumundadir.

Sonug olarak, veri setinin aykir1 degerler icermesi veya hata terimlerinin normal dagilmamasi
durumlarinda, model parametrelerinin tahmininde klasik LS tahmin ydntemi yerine LMS
dayanikli tahmin yonteminin kullanilmasi 6nerilmektedir.

ANAHTAR KELIMELER: Gumbel dagilimi; Aykir1 deger; Dayanikli tahmin.

Ekim, 2025; 55 Sayfa
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ABSTRACT

MASTER'S THESIS
ROBUST ESTIMATIONS OF MODEL PARAMETERS IN SIMPLE LINEAR
REGRESSION MODEL
OMER BAYRAKTAR
SINOP UNIVERSITY INSTITUTE OF GRADUATE PROGRAMS
DEPARTMENT OF STATISTICS
SUPERVISOR: ASSOC. PROF. DR. DEMET HAN AYDIN

In this thesis, the performance of the Least Squares (LS) estimators for model parameters in a
simple linear regression model was examined under different scenarios. In the first scenario,
various probability distributions that could serve as alternatives to the normal distribution, as
well as several outlier models, were considered for the distribution of the error terms. In the
second scenario, it was assumed that the error terms follow the right-skewed Gumbel
distribution. Furthermore, in cases where outliers existed in the X-direction, the performance of
LS estimators was compared with robust estimation methods commonly discussed in the
literature, including the Least Absolute Deviation (LAD), Weighted Least Absolute Deviation
(WLAD), and Least Median of Squares (LMS) estimators.

To evaluate the efficiency of the estimation methods, the Monte-Carlo simulation technique was
employed, and the Bias and Mean Squared Error (MSE) criteria were used as performance
measures.

To support the findings obtained from the simulation studies, a real dataset from the literature
was also analyzed. The results of both the simulation and real data analyses revealed that the
performance of LS estimators significantly deteriorates when the error terms deviate from
normality or when the dataset contains outliers. In contrast, robust estimation methods were
found to produce more stable and reliable results under such data contamination conditions.

Moreover, the findings indicated that the LMS estimator exhibits greater robustness against
assumption violations compared to other estimation methods when estimating model
parameters. The WLAD estimator demonstrated the second-best performance after LMS,
making it a reliable alternative to the LMS method.

In conclusion, it is recommended to use the LMS robust estimation method instead of the
ordinary LS estimation method for estimating model parameters in cases where the dataset
contains outliers or the error terms do not have a normal distribution.

KEYWORDS: Gumbel distribution; Outlier; Robust estimation

October, 2025; 55 Page
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1. GIRIS

Regresyon analizi, degiskenler arasindaki iliskiyi modelleyerek istatistiksel sonug
cikarimlar1 elde etmeyi saglayan ve yaygin olarak kullanilan bir yontemdir. Regresyon
modelinde hata terimlerinin normal dagilimli oldugu geleneksel bir varsayimdir. Ancak,
pratik uygulamalarda normal olmayan dagilimlarla ¢ok daha sik karsilasilir (Zeckhauser
ve Thompson, 1970; Tiku vd. 2001; Tiku ve Akkaya, 2004; Islam ve Tiku, 2005; Li,
2016; Pek vd. 2018; Acitas ve Senoglu, 2020).

En kiiclik kareler tahmin yontemi, herhangi bir dagilim varsayimi olmaksizin, kolay
uygulanabilirligi nedeni ile parametre tahmininde yaygin olarak kullanilmaktadir. Ancak
en kiigiik kareler tahmin edicilerinin etkinligi, hata terimlerinin dagilimi normallikten
uzaklastik¢a hizla diiser. Bu durumda, parametre tahminlerinin standart hatalar1 da fazla
tahmin edilir ve bu da nominal olandan daha biiyiik bir 6nem diizeyine sahip testlere ve
olduk¢a genis giiven araliklarinin olugmasina neden olur (Cox ve Hinkley, 1968;
Bartolucci ve Scaccia, 2005). Ne yazik ki, uygulamalarda normallik varsayiminin ihlal

edilmesinin bu tahmin edicilerin etkinligi tizerindeki etkisi genellikle ithmal edilir.

Normal olmayan verilerle basa ¢ikmanin bir yolu, verilerin dagilimini normallestirmeyi
veya en azindan yaklagik olarak normallestirmeyi amacglayan Box-Cox doniisiimiidiir
(Box ve Cox, 1964). Ancak, normal olmayan verilerin timii bu donlisime uygun
olmayabilir. Ayrica, doniislimleri yorumlamak genellikle zor oldugundan, orijinal
verilerle herhangi bir normallestirici doniisiime tabi tutmadan calismak tercih edilir

(Bickel ve Doksum, 1981).

Bircok calismada, normallik varsayiminin saglanmadigi kosullarda regresyon analizinde
model parametrelerinin tahmin edilmesi problemi incelenmistir. Islam vd. (2001)
dogrusal regresyon modelinde hatalarin asimetrik dagilimlardan Weibull ve
genellestirilmis lojistik dagilimlar oldugu varsayimi i¢in parametrelerin tahmininde En
Cok Olabilirlik (Maximum Likelihood-ML) yonteminin degistirilmis bir versiyonunu
kullanmiglardir. Islam ve Tiku (2005) ¢oklu dogrusal regresyon modelinde, normal
olmayan simetrik hata dagilimlarma sahip olunmasi durumunda parametrelerin
tahminlerini, degistirilmis ML, En Kiiciik Kareler (Least Square-LS) ve M tahmin
yontemlerine gore elde etmislerdir. Al-Adilee ve Mohamed (2014) hatalarin Gumbel
dagildigr varsayimmi altinda, dogrusal regresyon modelini incelemisler ve model
parametrelerinin ML tahminlerini elde etmislerdir. Acitas ve Senoglu (2020) hatalarin

uzun kuyruklu simetrik dagildigi varsayiminda iki fazli dogrusal regresyon modelinde

1



model parametrelerini tahmin etmek i¢in degisim noktas1 tahmin yontemlerinin dayanikli

versiyonlarini gelistirmiglerdir.

Diger taraftan, pratikte aykir1 gézlem(ler) igeren veri kiimelerinin oldukc¢a yaygin oldugu
siklikla gozlemlenmektedir. ML ve LS gibi geleneksel tahmin tekniklerinin aykiri
degerler ve kirlenmis veriler (contaminated data) varlifinda dayanikli olmadig:
bilinmektedir. Bagka bir deyisle, dayanikli olmayan tahmin edicilerin performanslari
aykir1 gézlem(ler)in varliginda 6nemli 6l¢iide degismektedir (Aydin, 2018b). Bu sorunu
ele almak i¢in, literatiirde ¢ok sayida dayanikli tahmin yontemi gelistirilmis ve
Onerilmistir (Rousseeuw, 1984; Huber, 1992; Bai, 1995; Tiku ve Akkaya, 2004; Chan ve
Peng, 2005; Olive, 2006). Bu yontemler, aykir1 degerlerin etkisini azaltmay1 ve veri aykiri
gbzlem(ler) icerdiginde bile daha giivenilir ve dogru parametre tahminleri elde etmeyi

amagclamaktadirlar.

Bu calismada, X-yoOniinde aykir1 gézlem (kaldira¢ noktasi) olmasi durumunda, Gumbel
hata dagilimina sahip basit dogrusal regresyon model parametrelerinin tahmini
incelenmistir. Model parametrelerini tahmin etmek icin, literatiirde yaygin olarak
kullanilan klasik tahmin yontemlerinden en ¢ok olabilirlik ve en kiigiik kareler aykirt
gbozlemlerden etkileneceginden dolayi, alternatif olarak aykirn goézlemlerden
etkilenmeyecek dayanikli parametre tahmin etme yOntemlerinden En Kiigiik Medyan
Kareler (Least Median of Square-LMS) 6nerilmistir. Performans karsilagtirmasi amaciyla
LS, En Kiigiik Mutlak Sapma (Least Absolute Deviation-LAD) ve Agirlikli En Kiiciik
Mutlak Sapma (Weighted Least Absolute Deviation-WLAD) yontemlerine gore basit
dogrusal regresyon modelinin parametre tahminleri de elde edilmistir. Rousseeuw (1984)
tarafindan 6nerilen LMS tahmin yontemi, sifir kirilma noktasina sahip LS ve LAD tahmin
edicilerinin aksine, verideki %350 kirlenmenin etkisine direngli olabilmesi nedeni ile
yaygin olarak kullanilan kirilma noktasi yiliksek dayanikli tahmin yontemlerden biridir
(Sapra, 2003). Calismada LS, LAD, WLAD ve LMS tahmin edicilerinin etkinlikleri

aykir1 gézlem yoklugunda ve varliginda karsilastirilmigtir.

Calismada yer alan boliimler su sekilde 6zetlenebilir. Bu calismada kullanilan temel
kavramlar ve yontemler 2. ve 3. Boliimlerde tamitilmistir. Basit dogrusal regresyon
modelinde normallik varsayimindan sapmalar oldugunda veya veri seti aykir1 gozlem
icerdiginde parametrelerin LS ve ML tahminlerinin elde edilmesi 4. Bdliimde
anlatilmistir. Ayrica bu boliimde LS tahmin edicilerinin etkinlikleri simiilasyon ¢aligmasi

ve bir gercek veri uygulamasi ile incelenmistir. Tezin 5. Boliimii’'nde hata terimlerinin

2



Gumbel dagilimi varsayiminda ve veri seti aykirt deger icerdiginde parametrelerin
tahminleri, simiilasyon calismasi ve gercek veri uygulamasi yer almaktadir. Calisma
sonucunda elde edilen bulgular 6. Boliimdedir. Calismanin 7. Boliimii’nde ise sonuglar

ve Oneriler yer almaktadir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Calismamizin bu boliimiinde, bu tez calismasi i¢in gerekli olan tanimlar ve temel bilgiler

bu béliimde verilmistir.
2.1. Dayanikh Tahmin Edici

Dayanikli (robust) tahmin edici, varsayilan model altinda tam etkin ya da yaklasik olarak
tam etkin, varsayillan modelin makul alternatifleri altinda da yiiksek etkinlige sahip
tahmin edicidir. Tam etkin tahmin edici ise, yansiz ve varyansi Rao-Cramer alt sinirina

esit olan tahmin edicidir. (Tiku ve Akkaya (2004).

Robust (saglamlik, dayaniklilik) terimi, ilk olarak Box (1953) tarafindan kullanilmistir.
Daha sonra Tukey (1960, 1962) Huber (1964, 1967) ve Hampel (1971, 1974) tarafindan

yapilan dayanikli yontemlerle ilgili ¢alismalar literatiire kazandirilmistir.
2.2. Aykir1 Gozlem

Aykirt gozlemler, veri setinde yer alan diger birimlerden istatistiksel olarak anlamli
diizeyde sapma gosteren gozlemler olarak tanimlanmaktadir. Bu tiir gozlemler, veri
iiretim silirecinde meydana gelen Olglim hatalari, Ornekleme kaynakli sapmalar,
modelleme siirecinde gergeklestirilen hatali varsayim veya yanlis model se¢imi gibi
nedenlerle ortaya cikabilmektedir. Veri setinin dagilim o6zelliklerini bozarak yapisal
biitlinliigli olumsuz etkileyen aykir1 gézlemlerin uygun yontemlerle tanimlanmasi ve
sonrasinda veri setinden c¢ikarilmasi, doniistiiriilmesi ya da normalize edilmesi,
gerceklestirilecek istatistiksel analizlerin giivenilirlik ve gegerliliginin saglanmasi
acisindan kritik bir rol oynamaktadir (Rousseeuw ve Leroy, 1987). Regresyon analizinde

aykir1 gozlemler ti¢ ana grupta degerlendirilmektedir:
Y-yéniinde aykirt gozlem

Bu gozlemler, bagimsiz degiskenler bakimindan 6rneklem merkezine yakin konumda
bulunmalarina ragmen, bagimli degiskenin (y) degerleri agisindan diger gozlemlerden
belirgin bi¢imde sapmaktadirlar. S6z konusu noktalar, yliksek derecede etkili gézlemler
olarak degerlendirilebilseler de bagimsiz degiskenler ekseninde uzaklik olusturmadiklari

icin kaldirag (leverage) etkisine sahip degildirler.



X-yoniinde aykirt gézlem

Baz1 durumlarda, bir veya birka¢ gozlem, bagimsiz degiskenler (x) ekseninde diger
gozlemlerden oldukg¢a uzak bir konumda yer alabilir. Bu tiir gdzlemler, X-yoniinde aykir1
gozlemler olarak adlandirilmakta olup regresyon dogrusunun egimini 6nemli Olgiide
degistirme potansiyeline sahiptirler. Bu sebeple literatiirde, s6z konusu noktalar kotii

kaldirag noktalar1 (bad leverage points) olarak tanimlanmaktadir.
Hem Y-yéniinde hem de X-yoniinde aykiri gozlem

Bu gruptaki gozlemler, veri setinin merkezinden uzaklasmis olmakla birlikte, regresyon
parametreleri lizerinde gii¢lii bir etki yaratmazlar. Bagka bir ifadeyle, kaldirac etkisi
tasisalar da modelin sonuglarini bozucu nitelikte degildirler. Bu nedenle, bu tiir gézlemler
iyi kaldira¢ noktalar1 (good leverage points) olarak adlandirilmaktadir (Rousseeuw ve

Leroy, 1987).

2.3. Olasilik Yogunluk Fonksiyonu

X siirekli bir rasgele degisken olmak tizere

i) f(x)=0,VxeR

i) [ flodx=1

kosullarin1 saglayan f(x) fonksiyonuna X rasgele degiskeninin olasilik yogunluk
fonksiyonu denir.

2.4. Dagilim Fonksiyonu

X stirekli bir rasgele degisken olmak tizere, herhangi bir gercek x degeri igin, X rasgele
degiskeninin x’e esit ya da ondan kiigiik bir deger alma olasilig1 dagilim fonksiyonu (df)

olarak tanimlanir. Bagka bir ifade ile, herhangi bir X rasgele degiskeninin df’si,
F(x) =P(X <x) = [} f(Ddt
esitligi ile elde edilmektedir.

2.5. k. Moment

Bir X rasgele degiskeninin oyf’si f(x) ve her k € N icin E(X*) < o olsun. E(X¥)

degerine X rasgele degiskeninin r. momenti denir ve

E(X*) = [2, x*f(x)dx



formiilii ile elde edilir. Bu esitlik kullanilarak dagilimin beklenen degeri ve varyansi elde

edilir. Ayrica dagilimin ¢arpiklik (¢;) ve basiklik (¢,) katsayilari bu esitlik yardima ile

_ E(Xx3)-3uE(x?%)+2u8

o3

b1

_ E(x*)-4uE(x3)+6u2E(X%)-3u*

¢2 ot
olarak elde edilir. Burada u = E(X) ve 0 = /Var(X) dir.

2.6. Normal Dagilim

Normal dagilima sahip bir X rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu (oyf):

1 (x=w)?
f(x)=mexp(— xwﬂz );xE]R%,,uE]R%,a>O

Dagilim fonksiyonu (df) ise

dir. Burada, erf(-) Gauss hata fonksiyonudur ve

x—u
— 2 (ols
erf (i—\/_;‘) = \/_Efo V2 exp(—t2)dt

dir (Johnson vd., 1995a). Normal dagilimin baz1 istatistiksel 6zellikleri asagidaki gibi

verilmistir.

Dagilimin k. Momenti,

202

Vo e
E(X%) = {ﬁf# (x — wkexp (— i) )dx, k=2n (nez")
0, k=2n+1(nez")

Yukaridaki esitlikte yer alan integralin sonucunda

E(x*) = {anzo(,i)ﬂmak_mE(Zk_m), k =2n (n€Z%)
0, k=2n+1(mez")
dir. Burada,
2mN (2m)!
E(Z ) T 2mml

dir (Winkelbauer, 2012). Moment ¢ikaran fonksiyonu,

M, (t) = exp (,ut + Jzztz)



dir. X rastgele degiskeninin beklenen degeri, varyansi, modu (tepe degeri), medyant

(ortanca), ¢arpiklik katsayisi ve basiklik katsayisi:
EX) =u,

V(X) = o2,

Mod(X) = u,

Med(X) = pu,

$1=0

¢, =3

tiir. Farkli konum parametresi (p) ve farkli 6lgek parametresi (02) degerlerine gore

cizdirilen Normal dagilim oyf grafikleri Sekil 2.1 ve Sekil 2.2°de sirastyla verilmistir.

0.4

N(p=0,0=1)
035F ——N(u=1,0=1)
N(u=3,0=1)
0.3
0.25
f(x) 0.2F
0.15 -
01r

0.05

-5 0 5
X

Sekil 2.1 Farkli konum parametresi (¢) degerlerine gore ¢izdirilen Normal dagilim oyf

grafikleri



0.4

N(p=0,0=1)
0.35F ——N(p=0,0=3)
N(u =0, 0=5)
0.3r
0.25 -
f(x) 0.2F
0.15 -
01r
0.05 — J K A~
0 L
-5 0 5

Sekil 2.2 Farkli dlgek parametresi (02) degerlerine gore cizdirilen Normal dagilim oyf

grafikleri
2.7. Student t Dagilim

Student-t dagilimina sahip X rasgele degiskeninin oyf asagidaki gibidir:

_ ) (x—p)? =
f(x)_r(”)m(l"_ o ) , XER,ueR, o>0,v>0.

2
Burada, v serbestlik derecesini, u konum parametresini, ¢ 6l¢ek parametresini, I'(-)

Gama fonksiyonunu ve gostermektedir ve
r'a) = fooo x* Lexp(—x)dx

dir. X rasgele degiskeninin df

x r(‘l]Zi) (x—p)? %H
Flx)=] (1 + ) dx

— F(g)\/vnaz vo2

u

1 v 1 xX—
1_Elv/y2(x)+v (E'E)' )/(X) =
1 v 1 X
2 v oy (;;;); y(x) =

|
=

<0
>0

g

dir. Burada [, /,2,, (‘z—l,i), diizenli hale getirilmis (regularized) tam olmayan Beta

fonksiyonudur ve

1\ _ B(v/r @+viZ3)
IV/YZ(JC)-H) (g , E) = —B(g’%) 22

dir (Johnson vd., 1995b). Ayrica, B (v Jy2(x) +v; g, %) tam olmayan Beta fonksiyonu,
8



2 4 1
B (V/VZ(X) + v;§’ 1) — f(;//y () +v tz_l(l _ t)E_ldt

2
v 1 .
ve B (5, 5), Beta fonksiyonu
v 1 1 2_1 1_1
B(E'Z) = fo tz (1—1t)z "dt
dir. Student-t dagiliminin bazi istatistiksel 6zellikleri:

Dagilimin k. momenti

I 0, k=2n+1Mmez"), 0<k<v
I_,k+11_,v;5
E(X*) = & (,,Z)vz, k=2n(n€ezZ"), 0<k<v
\/EFE

0, k=2n(neZ"), 0<v<k

esitliginden elde edilir. Student-t dagilimina sahip X rasgele degiskeninin sirasiyla

beklenen degeri, varyansi, modu, medyani, carpiklik katsayisi ve basiklik katsayisi (Exess

Kurtosis):
EX)=mu, v>1
tanimsiz, v<1
Var(X) = vizaz, 1<v<2
00, v>2
Mod(X) = u,
Med(X) = u,

¢, =0, v>2

6
(l)z—m, v>4

dir. Student-t dagilimimin sekli, Normal dagilim egrisinin sekli ile benzerdir. Yani
simetrik bir dagilimdir. Bu nedenle ¢arpiklik katsayisi sifirdir. Sekil 2.3’te u = 0 ve 62 =
1 olan Student-t dagiliminin farkli serbestlik derecelerine gore cizdirilen oyf grafikleri
gosterilmistir. Bu grafige gore, Student-t dagilimi Normal dagilima gore daha kalin
kuyruklu bir dagilimdir. Serbestlik derecesi arttik¢a dagilimin Normal dagilima
yakinsadig1r goriilmiistiir. Zaten bu bilinen bir sonugtur yani, v — oo i¢in Student-t

dagilimi1 Normal dagilima yakinsar. Ayrica, v = 1 i¢in dagilim Cauchy dagilimi olur.

9



0.4

tw=1)
0.35 t(v=2)
t(v =5)

03} t(v = 100)

— IN(#:O’O-:‘])
0.25

f(x) 0.2}
015
0.1 F

0.05

-5 0 5
X

Sekil 2.3 Farkli serbestlik deresi (v) degerlerine gore ¢izdirilen Student-t dagilimi oyf
grafikleri

2.8. Siirekli Uniform (Siirekli Tekdiize) Dagilim

Siirekli Uniform dagilimina sahip X rasgele degiskeninin oyf ve df asagidaki gibidir:

1
f(X):{E’ a<x<b ,

00 x<a x>0b
ve

0 x<0
F(x)={-— a<x<b.

1 x=>1

Dagilimin k. momenti

E(Xk) — LZ{le aipk-i

k+1
dir. X rastgele degiskeninin moment ¢ikaran fonksiyonu,

exp(tb)—exp(ta)

M, (t) = t(b-a)

bicimindedir. Siirekli Uniform dagilimin beklenen degeri, varyansi, modu, medyant,

carpiklik katsayisi ve basiklik katsayis1 (Exess Kurtosis):

E(X) =22,
_ (b-a)?

Var(X) = TR

10



Mod(X): [a,b] kapal1 araliginda herhangi bir deger,

Med(X) = 2,
$1=0
ve
6
¢, = 3

dir. Farkli parametre degerlerine gore ¢izdirilen siirekli Uniform dagilimi oyf grafikleri

Sekil 2.4’te gosterilmistir.

1
a=0, b=1
a=0, b=2
08k a=-2, b=2
0.6
f(x)
04F
0.2F
0 I} L
-3 -2 -1 0 1 2 3

X

Sekil 2.4 Farkli parametre degerlerine gore ¢izdirilen siirekli Uniform dagilimi oyf

grafikleri
2.9. Gumbel Dagilimi
Gumbel dagilima sahip bir X rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu (oyf):
f(x) =Llex (—ﬂ—ex (—ﬂ)) xXER HER 0>0
o p a p o ’ ’

df ise

F(x) = exp (—exp (— i H))

o

dir (Aydin ve Senoglu, 2015; Aydin, 2018a; Aydin, 2018b). Burada p konum parametresi

ve o Olcek parametresidir.

Dagilimin k. Momenti,

11



E(X®) = exp(ut) r'(ot+1), t> _71

X Rastgele degiskeninin beklenen degeri, varyansi, modu (tepe degeri), medyan

(ortanca), ¢arpiklik katsayisi1 ve basiklik katsayisi:

E(X) =u+oy,
TL'Z

Var(X) = —o?,

Mod(X) = u

Med(X) = u — oln(In(2))

_27‘[
b=
A\~

_6
¢2_5

tir. Burada y Euler sabitidir ve su sekilde tanimlanar:
y=— fom In(x) exp(—x)dx

Ayrica vy, yaklasik olarak 0.5772 alinir. Sekil 2.5'de verilen p =0 ve cgesitli 6lgek
parametresi o degerleri icin Gumbel dagilimmin oyf grafikleri, Gumbel dagiliminin tek

modlu ve saga ¢arpik oldugunu gostermektedir.

04 T T

SEESTESIES
m un n n

awN

-

0.35

©
w
T

0.05

Sekil 2.5 p =0 ve baz secilmis o degerleri i¢in Gumbel dagiliminin farkli olasilik
yogunluk fonksiyonlari.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde bu tez ¢aligmasinda kullanilan bazi yontemler tanitilacaktir.
3.1. Olgiilebilir Model

Bir x € R™ degiskeni ile y € R degiskeni arasinda bilinmeyen bir 8 € © € RP

parametresine bagl

y=fx6) (3.1

olarak gosterilen bir iligski oldugu varsayilsin. (xq,y;), (x2,v5),*, (Xn, ¥,) den olusan
bir dizi verildiginde (3.1)’deki fonksiyonel iliskiyi saglayan y; = f(x;,0%) i = 1,2,---,n
icin 8° € O vardir. Ancak, (x;,y;) degisken degerleri fiziksel bir dl¢iim sonucunda elde
ediliyorlarsa, bahsedilen fonksiyonel iliski kesin olarak belirlenemez. y degiskeninin
olgtilen degeri ile f (x, 8) fonksiyonu ile elde edilen degeri arasindaki fark € hatasi olarak
alinir. Bu nedenle bagiml degisken i¢in her zaman & dl¢lim hatast s6z konusudur. Bu

durumda x degiskeni ile y degiskeni arasindaki dl¢iilebilir model
yi=f(x,0)+&, i=12,,n (3.2)

bicimindedir. &;’ler bilinmeyen ve dlglilemeyen rasgele hata terimleri olarak da ifade
edilirler. Hatalarin degerleri kiiglik olsalar bile herhangi bir 8 € © y; = f(x;,0) + ¢;
esitligi saglanamayabilir. Bu nedenle amag¢ gercek f(x,68) fonksiyonu yerine yaklasik
f(x,6°) fonksiyonunu elde etmektir. Ancak, yaklasik f(x,8) fonksiyonu f(x,8°%)’y1
elde ederken artik olarak adlandirilan &;(0) ile gosterilen hatalar s6z konusu olur

(Ramponti, 2016).
3.2. Basit Dogrusal Regresyon

Dogrusal regresyon analizi, istatistiksel modelleme ve veri analizinde en sik kullanilan
yontemlerden biridir. Temel amaci, iki veya daha fazla degisken arasindaki dogrusal
iliskinin yoniinii ve derecesini belirlemek, bu iliskiyi matematiksel olarak ifade etmek ve
tahminler yapmaktir. Bu baglamda regresyon analizi, yalnizca degiskenler arasindaki
iliskinin varligim1 saptamakla kalmaz, ayni zamanda bu iliskinin biiyiikligi ve yoni
hakkinda da ¢ikarimlarda bulunulmasina olanak tanir. Dolayisiyla, arastirmalarda hem
teorik modellemeler hem de pratik tahminler i¢in giivenilir bir istatistiksel yontem olarak
kullanilmaktadir. Basit dogrusal regresyon analizinde, tek bir bagimsiz degiskenin bir
bagimli degisken iizerindeki etkisi incelenmektedir. x bagimsiz degisken (agiklayici
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degisken) olarak y de bagimli degisken (yanit degiskeni) olarak adlandirilir. Basit

dogrusal regresyon denklemi matematiksel olarak
yi=Bo+Pixit+e,i=12,n (3.3)

seklinde ifade edilir. Bu denklemde, 3, regresyon dogrusunun y eksenini kestigi noktayz,
B regresyon dogrusunun egimini, bagimsiz degiskendeki bir birimlik degisimin bagiml
degisken iizerindeki ortalama etkisini, &; rasgele hata terimini ve n gozlem sayisini

gostermektedir. Basit dogrusal regresyon modelinde ii¢ temel varsayim bulunmaktadir:
i) E(g) =0,

(i) Cov(e,g) =0, (i #))

(iii) Var(g) = o2

Ayrica, parametrik testlerin (6rnegin t-testi, z-testi ve F-testi) kullanilabilmesi i¢in hata
terimlerinin Normal dagilima sahip oldugu kabul edilmektedir. Bu varsayim, modelden
elde edilen sonuglarin giivenilirligini ve oOzellikle anlamlilik testlerinin gecerliligini
dogrudan etkilemektedir. Ancak, s6z konusu varsayimlarin ihlali durumunda cesitli
problemler ortaya ¢ikabilmektedir. Bunlar:

(i)  Hata terimlerinin beklenen degerinin sifirdan farkli olmasi, modelin yanli (biased)
tahminler olusturmasina neden olur.

(i) Hata terimlerinin iliskili olmasi, standart hata tahminlerini etkileyerek test
istatistiklerinin giivenilirligini azaltir.

(111)) Degisen varyanshlik (heteroscedasticity) durumu, tahmin edicilerin yansizligini
korumakla birlikte, etkinliklerini kaybetmesine ve yanlis anlamlilik sonuglarina
sebep olabilir.

(iv) Hata terimlerinin Normal dagilmamasi, 6zellikle kii¢ciik 6rneklemlerde modelden
elde edilen sonuglarin giivenilirligini ve 6zellikle anlamlilik testlerinin gecerliligini
dogrudan etkilemektedir.

Regresyon analizinden elde edilen sonuglarin giivenilirligini saglamak amaciyla bu

varsayimlarin dikkatle test edilmesi ve saglanmamasi durumunda uygun doniisiimlerin ya

da dayanikli regresyon tekniklerinin uygulanmasi gerekmektedir.
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3.3. En Kiic¢iik Kareler Yontemi

En kiiciik kareler (Least square-LS) yonteminin amaci veriyi en iyi modelleyen 8 €

degerini bulmaktir. Burada en iyi ile kastedilen artik kareler toplami ¢, ¢ (é )

bus(8) = T, e2(0) = iy (i — f(x,0) )

minimum olmasidir. Burada ¢L5(§) kiigiik olmas1 y; degerlerinin f (xi, 9) degerlerine

yakin oldugu anlamina gelir. 8, 6° € ® parametresinin LS tahmin edicisi olarak

adlandirilir.
LS, yaygin olarak kullanilan istatistiksel bir tahmin yontemidir.
3.4. En Kiic¢iik Mutlak Sapma Yontemi

En kiiciik mutlak sapma (Least Absolute Deviation-LAD) yonteminde amag¢ Bolim

3.1’de tanimu verilen artiklarin mutlak degerlerinin toplami olan ¢ 4p (é ) fonksiyonunun

¢rap(0) = ZiLy|e:(0)] = Ziylyi — £ (i, 0)]
minimize edilmesidir. ¢; 4p (é) fonksiyonunu minimum yapan 8, 6° € © parametresinin

LAD tahmin edicisi olur.

Hatalarin normal dagilmamas1 ve/veya veri kiimesinde aykirt degerlerin bulunmasi
durumunda LAD yontemi diger klasik tahmin yOntemlerine gore daha dayaniklidir
(Temiz, 2006). LAD tahmin edicileri, 6zellikle kalin kuyruklu dagilimlar veya aykiri
degerler s6z konusu oldugunda, LS tahmin edicilerine kiyasla aykir1 degerlere daha az
duyarlidir (Bai, 1995). Ancak, kaldira¢ noktalarina duyarlidirlar (Croux vd., 2003). LAD
tahmin edicileri, hatalarin dagilimi hakkinda herhangi bir varsayim gerektirmeden
asimptotik olarak normal dagilim gdosterir (Pollard, 1991; Dunsmuir ve Spencer, 1991;
Davis ve Dunsmuir, 1997). Ayrica, LAD tahmin edicileri X-yoniindeki aykir1 degerlere
kars1 dayanikli degillerdir. Ancak, bazi durumlarda, LAD tahminleri LS tahminlerinden
bile daha kotii performans gosterebilirler(Gao ve Fenk, 2018).
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3.5. Agirhikh En Kiiciik Mutlak Sapma Yontemi

Agirlikli en kiigiik mutlak sapma (Weight Absolute Deviation-WLAD) yonteminde, her
bir gézlem i¢in farkli bir agirlik degeri atanir. Bu agirliklar, gozlemlerin modelin
parametrelerinin tahmini iizerinde etkilidirler. WLAD y&ntemi ile 8° € © parametresinin

tahmini 8, @y ap (9) fonksiyonunun

bwran(0) = Ziz, wilei(0)] = ZiL, wilyi — £(x:, 0)|
minimum yapilmasi ile elde edilir.

WLAD, 6zellikle aykir1 degerler ve normal olmayan hata dagilimlariyla basa ¢ikmada
dayanikli bir tahmin yoéntemidir. Ayrica, yogunluk fonksiyonu ve tiirevinin diizgiin sinirl
olmas1 kosulu altinda, asimptotik olarak normal bir dagilima sahiptir. Bu 6zellik, WLAD
yonteminin ¢ok c¢esitli kosullar altinda giivenilir ve etkili kalmasin1 saglayarak, pratik
uygulamalarda istatistiksel analiz i¢in degerli bir ara¢ olmasini saglar (Ling, 2005; Pan

ve Wang, 2007).
3.6. En Kiiciik Medyan Kareler Yontemi

En kii¢ciik medyan kareler (Least Median of Square-LMS) tahmin yontemi Rousseeuw
(1984) tarafindan onerilmistir. LMS tahmin edicileri 6zellikle aykir1 degerlerin (outliers)
etkisini minimize etmek i¢in gelistirilmis bir ydntemdir. Bir 8° € © parametresinin LMS

tahmin edicileri

~ . N2
¢LMS(9) = Medlslz(e) = Medi (yl —f(xl,H)) i=12,-,n

ile verilen hata karelerinin medyani ¢; ;¢ (67 ) fonksiyonunun minumum yapimasi ile elde
edilir.

LMS yontemi, ozellikle aykiri degerlere ve model varsayimlarindan sapmalara karsi
dayanikli oldugundan daha giivenilir sonuclar elde edilir. LMS, aykir1 deger olmasi
durumunda daha iyi performans gdosterir. Normalde, aykir1 degerler en kiigiik kareler

yontemiyle modelin parametrelerini bozabilirken, LMS bu tiir ekstrem degerlere daha az

duyarlidir (Rousseeuw ve Leroy, 2003).
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4. BASIT DOGRUSAL REGRESYON MODELINDE NORMALLIK
VARSAYIMINDAN SAPMALAR OLDUGUNDA VEYA VERi SETi AYKIRI
DEGER iCERDiIGINDE PARAMETRELERIN TAHMINi

Tezin bu boliimiinde, Es. (3.3)’de verilen basit dogrusal regresyon modelinde, hata

terimlerinin dagiliminin

2 1 ).
f(eilo )=Wexp(—ﬁ),£ieﬂ§,o>0

oyf ile verilen Normal dagilimina sahip oldugu varsayilmistir. Model parametrelerinin

tahmini bu varsayim altinda yapilmistir. Ayrica 62 = 1 olarak bilindigi varsayilmustir.

4.1. Parametre Tahmini

Bu boliimde, hata terimlerinin Normal dagildigi varsayimi altinda basit dogrusal
regresyon modeli i¢in, model parametrelerinin tahmin edicilerinin elde edilmesine
yonelik en kiiciik kareler ve en ¢ok olabilirlik yontemi olmak tizere iki farkli yontem ele

alimmustir. Ayrica, Fisher Bilgi matrisi de elde edilmistir.
4.1.1. En Kiiciik Kareler Tahmin Edicileri

En kiiciik kareler tahmin yontemi Es. (3.3)’de verilen basit dogrusal regresyon modeli

icin, model parametrelerinin LS tahmin edicileri,

=~ ~ ~ 2
¢L5(30»ﬁ1) =i & = Z?=1( Yi — Bo —ﬁlxi) 4.1)
seklinde verilen hata kareler toplaminit minimum yapan £, ve 8; degerleridir. Buna gore,

Es. (4.1)’de verilen ¢;5(By, 1) fonksiyonunun ilgili parametrelere gore kismi tiirev

denklemleri
a 3 ’~ ~ ~

¢Lsa(£oo B1) _ ?:1(371' — By — ﬁlxi) =0 (4.2)
a 3 ’~ P ~

¢Ls§§o Bi) _ ?:1(}’1’ — By — ﬁ1xi)xi =0 (4.3)

olarak elde edilir. Es. (4.2) ve (4.3)’lin siras1 ile 8, ve ;e gore ¢oziimlenmesi sonucunda,

model parametrelerinin LS tahmin edicileri,

Bo=y— .glf (4.4)
5 Y (-9 —x)
b= S (i —%)2 (4.5)

17



olarak elde edilir. Burada, Es. (4.1)’de verilen q-')LS(EO’El) fonksiyonu kullanilarak o?

parametresinin LS tahmin edicisi, 62 elde edilemez. Bu nedenle G2 olarak

F2 = 3" (y; — Bo — Brxi)? (4.6)

n-2

ile verilen regresyon modeli hata kareler ortalamasi almmustir. ,, f; ve G2 tahmin
edicileri, Es. (3.3)’de verilen regresyon modelinin varsayimlart saglamasi durumunda
Gauss-Markov teoremine gore, diger lineer yansiz tahmin ediciler arasinda en kiiciik
varyansa sahip tahmin edicilerdir (BLUE-Minimum Variance Linear Unbiased

Estimator) (Rao ve Toutenburg, 1999).

4.1.2. En Cok Olabilirlik Tahmin Edicileri

Es. (3.3)’de verilen basit dogrusal regresyon modelinde, hata terimlerinin dagilimin

N(0, 6% ) oldugu varsayimi altinda y;’lerin oyf

1 i—Bo—Baxi)*
f(yllg) =Wexp (_%);% ER,ByER, B ER,6>0

seklindedir. Burada, @ = (B, /1, 0%)’ dur. Olabilirlik fonksiyonu

L(O) = T2, F(3118) = [Ty g exp (- Q—foz fr)
= ()" (2)" e (- s Xt — B — Brxo)?)

seklindedir. Olabilirlik fonksiyonunun dogal logaritmasi (In-olabilirlik fonksiyonunu) da
1
In L(@) = —ZIn2m —ZIno? —— ¥ (y; — Bo — Bixi)? (4.7)

dir. In L(@) fonksiyonun birinci tiirevleri alinip sifira esitlendiginde elde edilen kismi

tirev denklemleri asagidaki gibidir:

dln L(@ 1

r;,g(f”) = 221 = Bo — Bix) =0, (4.8)
O0ln L(6 1

naﬁ(l*) =z 2in (0 = Bo — Bix)x; =0, (4.9)
Oln L(@ 1
@) = L IS — o — Bax)? =0, (4.10)

Es. (4.8)-(4.10) verilen denklemlerin ilgili parametrelere gore ¢oziimlenmesi sonucunda

Bo, By ve 62 parametrelerinin ML tahmin edicileri

A

Bo =¥ — pix (4.11)
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f, = Zina01=9)6 =9 (4.12)

Z?:l(xi _f)Z
A 1 5 5
6% = ;Z?ﬂ()’i —Bo— ,lei)z (4.13)

olarak elde edilir. Burada, B, ve B, tahmin edicileri yansiz tahmin edicileridir. Ancak, ¢?
parametresinin ML tahmin edicisi 2 yanl bir tahmin edicidir. Bu nedenle, (4.13)’da
verilen 62°da yan diizeltmesi yapildiginda,

N 1 5 5
0% =— i —Po— ﬁ1xi)2 (4.14)

n-2

olur. Bu ¢alismada, 62 parametresinin ML tahmin edicisi olarak Es. (4.14)’de yer alan
tahmin edici kullanilmigtir. Ayrica, hata terimlerinin Normal dagilima sahip olmasi

durumunda parametrelerin LS ve ML tahmin edicileri birbirine esittir bu da beklenen

teorik sonugtur. Ayrica; By, B; ve 62 tahmin edicilerinin dagilimlari sirastyla

N o2 Zn= xiz
.BONN (.30; e )a

Z?=1(xi_f)2

B1~N (.31:120—2),

i 1(xi_f)2

Hata terimleri Normal dagilima sahip Es. (3.3)’de verilen basit dogrusal regresyon modeli

icin Fisher bilgi matrisi

_E (f’zln_w’)) _E (62111 L(e)) K (azln L(0) ))

aBo’ 8BoB1 dBo02
| _p(9*nL® - (9°In L(§)) _ - (9%n L(@)
1(9) = E( dBoP1 ) E( B2 ) E( 9B 022 )

- (9%n L(® (9% L(®) (9% L(®)
E( dBo0? ) E( 8B, 02° ) E( dc2? )
olarak tanimlanir. Burada (@), Fisher bilgi matrisinin 6geleri In L(@) fonksiyonunun

0 = (By, B1,02) parametre vektoriiniin her bir bilesenine gore ikinci dereceden kismi

tiirevlerinin beklenen degerleri bulunup (—1) ile capilmasindan elde edilir.

Es. (4.7)’de verilen In L(@) fonksiyonunun ikinci dereceden tiirevlerinin beklenen

degerleri:

-5 () =B (-3 =

~E (Tggr) = £ (- HEr) =
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E(a;;:;((:)) _ E( N 1(yl Bo ﬁ1x)) 0
K (azlanﬁi(e)) _ E( Z’; ) _ lalzmz
_E (621;1 ;((TZ)) _ E( D ﬁo lel)x) -0

—E (621n L(Q)) — ( n Zln=1(yi—ﬁo—ﬁ1xi)2) __n
2

9022 20% a® ot

olarak elde edilir. Bu durumda Fisher bilgi matrisi;

n %
|[ e 0]|
10) = |ZEix ZEXE g |
( ) | o2 o2 0 |
n
| o 0

N

olur. Buradan Fisher bilgi matrisinin tersi alindiginda

a? z:11'1=1xi2 -0%% 0
[n2?=1(xi_f)2 T (xi—%)2 }
-1 _ 2
o ll e e Jl

-0%% o

0 0 2ot

n

seklinde elde edilir. Bu matrisin kdsegen elemanlar1 8y, $; ve a2 parametrelerinin tahmin
edicilerinin varyanslari i¢in bir alt sinir vermek i¢in kullanilir. Bagka bir ifade ile, Fisher
bilgi matrisinin tersinin kdsegen elemanlar1 f,, f; ve o2 parametrelerinin tahmin

edicilerinin varyanslari i¢in Cramer-Rao alt sinirina esittirler.

Bu tez calismasinda o2 = 1 olarak bilindigi varsayildigindan, LS tahmin edicilerin
etkinliklerinin karsilastirildig1 simiilasyon ¢alismasi boliimiinde 62 ile ilgili sonuglara yer

verilmemistir.
4.2. Simiilasyon Calismasi I

Caligmanin bu boliimiinde, Es. (3.3) ile verilen basit dogrusal regresyon modelindeki £,
ve B, parametrelerinin LS tahmin edicilerinin, varsayilan modelden sapmalar oldugunda
veya veri seti aykirt deger igerdigi durumlarda etkinlikleri Monte-Carlo simiilasyon
yontemi ile incelenmistir. Bu amagla, bu simiilasyon c¢alismasinda hata terimlerinin
dagilimmin standart Normal dagilim N (0, 1), oldugu varsayilmigtir. Varsayilan modelin

makul alternatifleri olarak alinan modeller ve aykir1 deger modelleri:
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Model I: Serbestlik derecesi v = 3 olan Student-t dagihimu, t(v = 3,0)

Model II: Serbestlik derecesi v = 5 olan Student-t dagilimi, t(v = 5, )

Model III: Serbestlik derecesi v = 10 olan Student-t dagihimu, t(v = 10, o)

Model IV: Dixon Aykir1 deger modeli: (n — r)N(0,1) + rN(0,4),r = [0,5+n x 0,1]
Model V: Karma model: 0,90N(0,1) + 0,10N (0, 4)

Model VI: Bulasik model: 0,90N (0,1) + 0,10U (-3, 3)

dir. Yani hata terimlerinin dagilimlar1 gercekte Model I-VI’deki gibidir. Ancak hata
terimlerinin dagilimimin N (0, 1) oldugu diisiiniiliip model parametrelerinin ve 6% nin LS
tahminleri bu dagilima gore elde edilmistir. Ayrica, LS tahmin edicilerinin etkinliklerini
karsilastirmak i¢in yan (Bias), Hata Kareler Ortalamasi (Mean Square Error-MSE) ve
Goreli Etkinlik (Relative efficiency-RE) ol¢iilerine bakilmistir. Bu dlgiiler:

BIAS() = |- X7.(6 - 8))).
MSE(8) = 2314(6 - 8)’,

MSE(6

————=x 100
MSE(0) *

RE(9) =

bicimindedir. Burada, T simiilasyon tekrar sayisini, MSE(@) varsayilan modele gore 6
parametresinin LS tahminin hata kareler ortalama degerini, MSE(@) modele gore 0

parametresinin LS tahminin hata kareler ortalama degerini gdstermektedir.
Bu simiilasyon ¢aligmasi1 agsagidaki adimlardan olusmaktadir:

A.1. Parametre degerleri 3, = 0 ve f; = 1 olarak alinmistir.

A.2. Orneklem hacmi n = 50, 100, 150 ve 200°diir.

A.3. Hata terimleri g;’lerin dagiliminin standart Normal dagilim N(0, 1) oldugu durum
icin matlab “normrnd(0,1)” komutu kullanilarak hata terimleri ve bagimsiz degisken
degerleri i¢in rasgele say1 tiretilmistir.

A.4. Alternatif modellerde yer alan Student-t (v serbestlik derecesi) ve Uniform
dagilimlarina gore rasgele say1 liretmek i¢in matlab “trnd(v)” ve “unifrnd(a, b)”
komutlar1 kullanilmistir.

A.5. Ugiincii adimda elde edilen hata terimi ve bagimsiz degisken degeri Es. (3.3)
denkleminde yerine yazilarak bagimli degisken degerleri elde edilmistir.

A.6. B, ve B parametrelerinin LS tahminleri elde edilmistir.

A.7. Bias, MSE ve RE 6lciilerinin degerleri hesaplanmustir.
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Adim 3-5 arasindaki islemler 5000 kez tekrarlanmistir. Monte-Carlo simiilasyon

calismasinin sonuglar1 Tablo 4.1°de sunulmustur.

Tablo 4.1 Basit dogrusal regresyon modelinde parametrelerin LS tahmin edicilerinin

istatistiksel dayanikliligt

Bo P
Orneklem
Model Hacmi (n) Bias MSE RE Bias MSE RE
&~N(0,1) 50 0,0001 0,0205 100,00 0,0031 0,0213 100,00
100 0,0013 0,0102 100,00 0,0003 0,0101 100,00
150 0,0011 0,0067 100,00 0,0009 0,0070 100,00
200 0,0026 0,0050 100,00 0,0000 0,0051 100,00
Model I 50 0,0021 0,0607 33,77 0,0021 0,0683 31,19
100 0,0014 0,0300 34,00 0,0001 0,0306 33,01
150 0,0021 0,0201 33,33 0,0038 0,0197 35,53
200 0,0020 0,0153 32,68 0,0032 0,0150 34,00
Model I 50 0,0005 10,0344 59,59 0,0012 0,0357 59,66
100 0,0011 0,0170 60,00 0,0009 0,0174 58,05
150 0,0010 0,0112 59,82 0,0012 0,0116 60,34
200 0,0007 0,0086 58,14 0,0014 0,0085 60,00
Model III 50 0,0008 0,0255 80,39 0,0010 0,0255 83,53
100 0,0021 0,0124 82,26 0,0002 0,0130 77,69
150 0,0018 0,0082 81,71 0,0004 0,0085 82,35
200 0,0003 0,0062 80,65 0,0009 0,0061 83,61
Model IV 50 0,0002 0,0265 77,36 0,0002 0,0278 76,62
100 0,0005 0,0135 75,56 0,0011 0,0132 76,52
150 0,0005 0,0089 75,28 0,0004 0,0089 78,65
200 0,0015 0,0065 76,92 0,0026 0,0067 76,12
Model V 50 0,0003 0,0266 77,07 0,0039 0,0279 76,34
100 0,0003 0,0136 75,00 0,0014 0,0137 73,72
150 0,0013 0,0085 78,82 0,0028 0,0089 78,65
200 0,0025 0,0066 75,76 0,0006 0,0065 78,46
Model VI 50 0,0037 0,0241 85,06 0,0008 0,0261 81,61
100 0,0010 0,0120 85,00 0,0022 0,0124 81,45
150 0,0000 0,0083 80,72 0,0005 0,0081 86,42
200 0,0009 0,0060 83,33 0,0015 0,0060 85,00
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4.3. Uygulama I

Bu bdliimde aykirt degerin regresyon parametrelerinin LS tahmini iizerindeki etkisini

gostermek igin literatiirden alinan bir veri seti incelenmistir.

Belirli bir sentetik lif iiretiminde kullanilan hammadde, nem kontrolii yapilmaksizin bir
yerde depolanir. Depo yerindeki bagil nem 6l¢iimleri ve hammaddenin bir 6rneginin nem

miktari, asagidaki veri (ylizde olarak) seklinde 15 giin i¢inde alinmistir (Ross, 2009).

Bagil Nem: 46 53 29 61 36 39 47 49 52 38 55 32 57 54 44
Nem Igerigi: 12 15 7 17 10 11 11 12 14 9 16 8§ 18 14 12

Ik olarak veri setinin normal dagilip dagilmadig1 incelenmistir. Tablo 4.2°de verilen
Kolmogorov-Smirnov test istatistigi (KS;) sonuglarma goére p >a (a = 0.05)
oldugundan bu veri setinin Normal dagilim gosterdigi soylenebilir. Ayrica, veriye ait
sacilim grafigi ve regresyon dogrusu ayni grafik lizerinde gosterilmistir ve Sekil 4.1°de
verilmistir. Sekil 4.1°e gore, gdzlemlerin regresyon dogrusu boyunca rasgele bir bicimde

sacilim gosterdigi gozlenmistir.

Tablo 4.2 Standartlagtirilmamis Artiklar Kolmogorov-Smirnov test istatistigi sonuglari

KS; p-degeri
Artiklar 0,104 0,200

Yukarida verilen veri setinde dort farkli durum icin bazi aykir1 degerler olusturulurmustur.

Aykiri deger elde etmek i¢in,

U (X(n) +3Var(X), X + 5¢ Var(X)) (4.15)

formili kullanilmustir. Burada, X, = max(Xy, X5, -+, X,,) dir. Ayn1 zamanda aykiri
degerin olmamasi (Durum 0) ve olmasi (Durum 1-4) durumunda elde edilen parametre
tahminleri ve bu tahminlerin standart hatalar1 Tablo 4.3’te verilmistir. Bu tabloda parantez
icinde yer alan yiizdelikler, bu ¢aligmada olusturulan birtakim aykir1 deger senaryolar1
karsisinda parametre tahminlerinin ya da onlarin standart hatalariin ne Olciide
etkilendigini gostermektedir. Ayrica, igerisinde aykiri deger ya da degerlerin oldugu
(Sekil 4.1-4.5) durumlar icin veriye ait sacilim grafikleri (scatter plot) ve regresyon

dogrulan birlikte verilmistir.
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Caligmanin bu kisminda orijinal veride yer alan bazi gézlem ya da gozlemler aykiri
gbzlem ya da gozlemler ile degistirilerek modifiye bir veri seti elde edilmistir. Asagida
bu veri setinin nasil elde edildigi agiklanmistir. Dort farkli senaryoya gore elde edilen

modifiye veri seti Durum 1-4’de agiklanmustir.

65

Bagil Nem
H P (o)) ()] D
o [$)] o o o

w
[&]
T

w
o
T
[ ]

N
[&)]

6 8 10 12 14 16 18
Nem Igerigi

Sekil 4.1 Orijinal veriye iliskin regresyon dogrusu ve sag¢ilim grafigi

Durum 1:

Burada, orijinal veride yer alan x;3 = 18 gozlemi Es. (4.15) kullanilarak x;; = 30 olarak
degistirilmistir. X-yoniinde bir tane aykir1 gézlem olan veriye iliskin sagilim grafigi ve
regresyon dogrusu cizdirilmistir ve Sekil 4.2°de gosterilmistir. Sekil 4.2 incelendiginde,
aykir1 degerin regresyon dogrusunu kendine dogru ¢ektigi gortilmektedir. Ayrica bir tane
aykirt gozlem olmast durumunda bile parametrelerin tahminlerinin biiylik 6lciide

etkilendigi goriilmiistiir (bkz. Tablo 4.3).

24



70 T T T T 65
60
60 r
55
50
£50¢ E
z Z 45
o)) )%
S 40 M 40+
= 351
30 a
0F o
20 1 1 1 1 25 1 L L L L
5 10 15 20 25 30 6 8 10 12 14 16 18
Nem igerigi Nem Igerigi
(a) (b)

Sekil 4.2 (a) X-yoniinde bir tane aykir1 deger oldugu duruma iliskin regresyon dogrusu ve

sacilim grafigi, (b) orijinal veriye iligkin regresyon dogrusu ve sa¢ilim grafigi
Durum 2:

v, = 61 iken y,; = 104 olarak degistirildiginde elde edilen sacilim grafigi ve regresyon

dogrusunun yer aldig1 Sekil 4.3’e gore; bu gozlem aykir1 gézlemdir. Ancak etkili bir

gbzlem degildir.
120 65
60
| |
100
55
I 50
z Z 5
S S
m 60F @ 40
35|
40+
00 .
20 ‘ . . ‘ . 25 . ‘ . ‘ .
6 8 10 12 14 16 1t 6 8 10 12 14 16 1€
Nem igerigi Nem igerigi
(a) (b)

Sekil 4.3 (a) Y-yOniinde bir tane aykir1 deger oldugu duruma iliskin regresyon dogrusu ve
sacilim grafigi, (b) orijinal veriye iligkin regresyon dogrusu ve sacilim grafigi
Durum 3:

x;3 = 18 Iken x}; = 33 olarak ve y, = 61 iken y; = 106 olarak degistirildiginde bu
duruma iliskin grafik Sekil 4.4’te verilmistir. Buna gore, 6zellikle X-yoniinde elde edilen

aykir1 deger regresyon dogrusunun yoniinii degistirmekte etkili oldugu goriilmektedir.
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Dogruyu kendi yoniine dogru ¢ekmektedir.

120 T T T T T 65
- 60
100
55
50 -
E 80r §
z Z 45
>g >g
m 60 [a1] 40 b
351
40 |
a" 30 g
20 1 L L L L 25 1 L 1 L L
5 10 15 20 25 30 3£ 6 8 10 12 14 16 1¢
Nem igerigi Nem Igerigi
(a) (b)

Sekil 4.4 (a) Hem X-yoniinde hem de Y-yOniinde birer tane aykir1 deger oldugu duruma
iliskin regresyon dogrusu ve sagilim grafigi, (b) orijinal veriye iliskin regresyon dogrusu

ve sagilim grafigi

Durum 4:

x13 = 18 iken xj; = 33 olarak ve y;3 = 57 iken y;3 = 97 olarak degistirildiginde
olusan Sekil 4.5’e gore, hem X-yoniinde hem de Y-yoniinde edilen bu aykir1 gozlem

regresyon dogrusunun yoniinii degistirmemistir ve dogrunun iizerinde yer almistir.

100 65
90 - 60
80 55
e 701 e 50
z z
Z 60t Z4s
Oy o))
© ©
m 50+ m 40
40 35 ¢
30 0 .
20 1 L L L L 25 L 1 L 1 1 1
5 10 15 20 25 30 3¢ 6 8 10 12 14 16 1€
Nem igerigi Nem Igerigi
(a) (b)

Sekil 4.5 (a) 13. gozlemin hem X-y6niinde hem de Y-yoniinde bir tane aykir1 deger oldugu
duruma iligkin regresyon dogrusu ve sacilim grafigi, (b) orijinal veriye iligkin

regresyon dogrusu ve sacgilim grafigi
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Tablo 4.3 Farkli aykir1 deger senaryolarina gore elde edilen parametre tahminleri ve bu
tahminlerin standart hatalar1

Durum Bo By Shata(B,) Shata(B;)
0 11,1680 2,8198 3,1196 0,2439
1 28,8060 1,3127 4,6129 0,3246
(%157) (-%53) (%47) (%33)
) -2,5827 4,1599 12,1725 0,9517
(-%123) (%47) (%290) (%290)
3 30,2367 1,4102 10,4403 0,7127
(%170) (-%49) (%234) (%192)
4 14,0457 2,5936 1,8988 0,1296
(%25) (-%38) (-%39) (-%46)
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5. BASIT DOGRUSAL REGRESYON MODELINDE GUMBEL DAGILIMI
VARSAYIMINDA VE VERi SETi AYKIRI DEGER ICERDiIGINDE
PARAMETRELERIN TAHMIiNi PARAMETRELERIN TAHMIiNi

Bu boliimde, regresyon analizinde hata terimlerinin klasik varsayimi olan Normal
dagilima uymadigi durum ele alinmaktadir. Hata terimlerinin simetrik olmayan
dagilimlardan Gumbel dagilimina uydugu varsayilmistir. Bu durumda Es. (3.3)’de

verilen basit dogrusal regresyon modelinde, hata terimlerinin oyf
1 & & .
f(eilo) = ~exp (—;— exp (—;)), & ER,6>0

olur. Model parametrelerinin tahmini bu varsayim altinda yapilmistir. Ayrica o =1

olarak bilindigi varsayilmistir.
5.1. Parametre Tahmini

Bu boliimde, regresyon analizinde hata terimlerinin klasik varsayimi olan Normal
dagilima uymadigi durumlarda model parametrelerinin tahmininde geleneksel yontemler
etkinligini ve giivenilirligini yitirmektedir. Bu nedenle, literatiirde dayanikli tahmin
yontemleri olarak adlandirilan alternatif yaklagimlar gelistirilmistir. Bu kapsamda, LAD
WLAD ve LMS olmak iizere ii¢ temel dayanikli tahmin yontemi kullanilmistir. S6z
konusu yontemlerin parametre tahmin siirecinde nasil uygulandiklari ele alinacak ve

geleneksel yontemlerle karsilastirmali degerlendirmelerine yer verilecektir.
5.1.1. En Kii¢iik Mutlak Sapma Tahmin Edicileri

Bu yontem ile model parametrelerinin LAD tahmin edicileri asagidaki gibi elde edilir.
brLap (30'31) = 2}1=1|3’i - [?o - leil

¢LAD(I[§0' ,[?1) fonksiyonunu minimum yapan £, ve B; degerleri, B, ve B; model
parametrelerinin LAD tahmin edicileridir. Bu optimizasyon problemi kapali formda
¢oziimli olmadigindan, sayisal optimizasyon yoOntemleri kullanilarak ¢oziim elde
edilmektedir. LAD tahmin yonteminin en 6nemli 6zelligi, aykir1 gozlemlere kars1 yiiksek
diizeyde dayaniklilik saglamasidir. Ciinkii kareler toplami yerine mutlak sapmalarin

minimize edilmesi, aykir1 degerlerin tahminler {izerindeki etkisini 6nemli olgiide

azaltmaktadir.
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5.1.2. Agirhiklhh Mutlak Sapma Tahmin Edicileri

WLAD yontemi kullanilarak, By ve B, parametrelerinin WLAD tahminleri
bwrap (,530;.@1) = 2?:1 Wi|3’i - Bo - lei|

ile verilen ¢y ap (80»31) fonksiyonunu minimum yapan parametre degerleri olarak
alinirlar. WLAD yonteminin uygulanmasindaki temel zorluklardan biri, w; ile gosterilen
agirlik fonksiyonlarinin se¢imidir. Burada amag¢, WLAD yonteminin hem dogrulugunu
hem de aykiri goézlemlere karsi dayanikliligini artiracak sekilde w; agirliklarinin
belirlenmesidir. Bu ¢alismada,

_ i(n—i+1)

L (n+2)(n+1)2
olarak almmustir. Ozellikle, aykiri gozlemlerin yogun oldugu veri setlerinde
agirhiklandirma sayesinde parametre tahminlerinin sapmasi azaltilmakta ve daha
dayanikli sonuglar elde edilmektedir. Ayrica, farkli agirlik fonksiyonlarinin seg¢imi,
yontemin esnekligini artirarak degisik veri yapilarinda daha uygun ¢oziimler

sunabilmektedir.

5.1.3. En Kii¢iik Medyan Kareler Tahmin Edicileri

LMS ile model parametrelerinin tahmin edicileri asagidaki gibi elde edilir:

A A A N2
¢LMS(ﬂO'.81) = Medi(yi —Bo— ﬁlxi)

LMS yontemi ile, ¢y s (30, Bl) hata karelerinin medyan1 bilinmeyen parametrelere gore
minimize edilerek, regresyon parametrelerinin tahminleri elde edilir. Ancak, bu
fonksiyonun kapali formda analitik bir ¢oziimii bulunmadigindan, parametre

tahminlerinin  hesaplanmasinda  genellikle sayisal —optimizasyon yontemleri

kullanilmaktadir.

LMS yontemi ile elde edilen tahmin ediciler yiiksek diizeyde dayanikliliga sahiptir.
Ozellikle veri setinde aykir1 gézlemlerin orani %50 nin altinda oldugu durumlarda, LMS
tahmin edicileri giivenilir ve tutarli sonuglar verebilmektedir. Bu acidan LMS yontemi,
aykir1 degerlere kars1 daha giiglii bir diren¢ gostermektedir. Ayrica, hata dagiliminin
simetrik olmamasi1 durumlarinda dahi giivenilir tahminler sunabilmektedir. Bununla

birlikte, LMS yonteminin aykir1 gdézlemlerin bulunmadigi veya az sayida oldugu
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durumlarda etkinligi daha diisiik olabilmektedir. Dolayisiyla, LMS yontemi 6zellikle

aykir1 degerlerin fazla oldugu veri setlerinde tercih edilmesi daha uygundur.
5.2. Simiilasyon Cahsmasi 11

Bu béliimde hata terimlerinin Gumbel dagilimina sahip oldugu varsayiminda basit bir
dogrusal regresyon modelinin parametrelerini tahmin etmek i¢in Boliim 5.1°de tanitilan
tahmin yontemlerinin ve LS yOnteminin performanslart bir Monte-Carlo simiilasyon
calismasi ile degerlendirilecektir. Tahmin edicilerin ekinliklerini degerlendirme kriteri

olarak yan (Bias) ve hata kareler ortalamasi (MSE) kullanilacaktir.
Simiilasyon c¢alismasi asagidaki adimlardan olusmaktadir:

A.1. Parametre degerleri 3, = 0 ve f; = 1 olarak alinmistir.

A.2. Orneklem hacmi n = 50, 100, 150 ve 200°djir.

A.3. Aykirt deger oranlar1 & = %0, %S5, %10 ve %15 olarak alinmustir.
A.4. Verideki aykir1 deger sayisi r = n X § olarak alinmustir.

A.5. x; bagimsiz degisken degerleri icin matlab
normrnd(0,1)

komutu kullanilarak rasgele say1 tiretilmistir.

A.6. Gumbel dagilimina sahip hata terimleri i¢in rasgele say1 liretmek i¢in

& = F7'(u;) = —In(=1Inw,),
formiilii ile verilen ters dagilim fonksiyonu teknigi kullanilmistir. Burada, u;~U(0,1),

i=12,-,n.

A.6. y; bagimhi degisken degerleri, A.5 ve A.6’da elde edilen bagimsiz degisken degeri
ve hata terimi degeri Es. (3.3)’de verilen denklemde yerine yazilarak elde edilmistir.
A.7. Rasgele secilmis r tane deger, diizgiin dagilim kullanilarak elde edilen X-yoniindeki
r tane aykir1 degerle degistirilmistir (bkz. Sekil 5.1).

A.8. By ve B parametrelerinin LS, LAD, WLAD ve LMS tahminleri elde edilmistir.
A.9. Bias, MSE ve RE 6lciilerinin degerleri hesaplanmustir.

Burada Adim 5-8 arasindaki islemler 5000 kez tekrarlanmistir. Ayrica, tiim hesaplamalar
icin MATLAB programlama dili kullanilmistir. Farkli 6rneklem biiyiikliikleri ve X-
yoniindeki farkli aykir1 deger oranlarina gore elde edilen parametrelerin tahminleri, Bias,

MSE ve RE degerleri Tablo 5.1-5.2°de verilmistir.
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Sekil 5.1 T=1,n =100 ve ¢ =0,05 i¢in elde edilen simiilasyon verilerinin sagilim grafigi.
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Tablo 5.1 Farkli 6rneklem biiytikliikleri i¢in model parametrelerinin LS, LAD, WLAD
ve LMS tahminleri ve verilerin %0 ve %5 oraninda aykir1 deger icermesi

durumunda degisen 6rneklem biiyiikliiklerine karsilik gelen Bias, MSE ve RE

degerleri
Bo B
Aykir1 - Orneklem
Deger Hacmi
Orani Yontem  Bias MSE RE Bias MSE RE
%0 n=50 LS 0,5739 0,3642 100,00 0,0012 0,0358 100,00

LAD 0,3767 0,1864 100,00 0,0038 0,0471 100,00
WLAD 0,3869 0,2008 100,00 0,3702 0,1823 100,00
LMS 0,0097 0,0059 100,00 0,0164 0,0061 100,00
n=100 LS 0,5708 0,3440 100,00 0,0026 0,0170 100,00
LAD 0,3674 0,1556 100,00 0,0027 0,0212 100,00
WLAD 0,3839 0,1714 100,00 0,3816 0,1673 100,00
LMS 0,0037 0,0013 100,00 0,0207 0,0017 100,00
n=150 LS 0,5716 10,3394 100,00 0,0003 0,0115 100,00
LAD 0,3696 0,1505 100,00 0,0003 0,0145 100,00
WLAD 0,3872 0,1660 100,00 0,3866 0,1635 100,00
LMS 0,0023 0,0006 100,00 0,0177 0,0009 100,00
n=100 LS 0,5736 10,3395 100,00 0,0021 0,0084 100,00
LAD 0,3712 0,1484 100,00 0,0023 0,0108 100,00
WLAD 0,3879 0,1625 100,00 0,3871 0,1604 100,00
LMS 0,0018 0,0003 100,00 0,0153 0,0005 100,00

%5 n=50 LS 0,3984 10,2175 167,45 1,0140 1,0405 3,44
LAD 0,3125 0,1550 120,26 0,6042 04616 10,20

WLAD 0,2969 0,1419 141,51 0,4935 0,2985 61,07

LMS 0,0172 0,0096 61,46 0,0180 0,0096 63,54

n=100 LS 0,4143 0,2012 170,97 1,0282 1,0641 1,60
LAD 0,3212 0,1307 119,05 0,5307 0,3261 6,50

WLAD 0,3124 10,1239 138,34 04432 0,2201 76,01

LMS 0,0057 0,0018 72,22 0,0158 0,0020 85,00

n=150 LS 0,4138 0,1916 177,14 1,0821 1,1758 0,98
LAD 0,3246 0,1245 120,88 0,6117 0,4136 3,51

WLAD 0,3100 0,1126 147,42 0,4442 0,2132 76,69

LMS 0,0038 0,0004 150,00 0,0176 0,0011 81,82

n=200 LS 0,4180 0,1905 178,22 11,0843 11,1800 0,71
LAD 0,3246 0,1196 124,08 0,5881 0,3769 2,87

WLAD 0,3119 0,1099 147,86 0,4333 0,1992 80,52

LMS 0,0026 0,0004 75,00 0,0171 0,0006 83,33
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Tablo 5.2 Farkli 6rneklem biiytikliikleri i¢in model parametrelerinin LS, LAD, WLAD
ve LMS tahminleri ve verilerin %10 ve %15 oraninda aykir1 deger icermesi
durumunda degisen drneklem biiyiikliiklerine karsilik gelen Bias, MSE ve RE

degerleri

Bo B

Aykirt

Deger Orneklem

Oran1  Hacmi Yontem  Bias MSE RE Bias MSE RE
%10  n=50 LS 0,3669 0,2047 177,92 1,1807 1,4023 2,55

LAD 0,2401 0,1469 126,89 1,1486 1,3990 3,37
WLAD 0,2282 0,1115 180,09 0,6863 0,5455 33,42
LMS 0,0162 0,0081 72,84 10,0156 0,0081 75,31
n=100 LS 0,3726 0,1751 196,46 11,2325 1,5243 1,12
LAD 0,2477 0,1148 135,54 11,2718 1,6544 1,28
WLAD 0,2321 10,0834 205,52 0,6474 0,4569 36,62
LMS 0,0086 0,0024 54,17 0,0204 0,0028 60,71
n=150 LS 0,3790 0,1688 201,07 11,2576 1,5866 0,72
LAD 0,2546 0,1037 145,13 1,3317 1,7907 0,81
WLAD 0,2310 0,0726 228,65 0,6410 0,4369 37,42
LMS 0,0051 0,0009 66,67 0,0197 0,0013 69,23
n=200 LS 0,3813 0,1653 205,38 1,2728 1,6241 0,52
LAD 0,2624 0,1005 147,66 11,3588 1,8570 0,58
WLAD 0,2330 0,0693 234,49 10,6402 0,4291 37,38
LMS 0,0041 0,0006 50,00 0,0178 0,0009 55,56

%15  n=50 LS 0,3342 0,1975 184,41 11,2982 1,6937 2,11
LAD 0,1855 0,1509 123,53 11,4015 1,9834 2,37

WLAD 0,0830 0,0809 248,21 1,1129 1,3012 14,01

LMS 0,0229 0,0110 53,64 10,0168 0,0108 56,48

n=100 LS 0,3540 0,1686 204,03 1,3237 11,7585 0,97
LAD 0,2210 0,1150 135,30 1,4162 2,0175 1,05

WLAD 0,1024 10,0527 325,24 1,0787 1,2130 13,79

LMS 0,0089 10,0032 40,63 0,0199 0,0036 47,22

n=150 LS 0,3614 0,1605 211,46 1,3454 1,8153 0,63
LAD 0,2364 0,1020 147,55 1,4255 12,0415 0,71

WLAD 0,0944 0,0387 428,94 1,1325 1,3168 12,42

LMS 0,0073 0,001S 40,00 0,0178 0,0018 50,00

n=200 LS 0,3661 0,1569 216,38 1,3541 1,8382 0,46
LAD 0,2480 0,0961 154,42 1,4311 2,0559 0,53

WLAD 0,1020 0,0330 492,42 1,1181 1,2831 12,50

LMS 0,0050 0,0008 37,50 0,0171 0,0011 45,45
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5.3. Uygulama II

Bu boliimde, ¢aligmada ele alinan tahmin yontemlerinin uygulanabilirligini géstermek
i¢in literatiirden alinan bir veri seti analiz edilmistir. Bu amagla, Aydin (2018b) tarafindan
Gumbel dagilimi kullanilarak modellenen riizgar hizi verilerini kullanmiyoruz (bkz. Sekil
5.2). Veri seti, Tiirkiye'nin Sinop kentinde 2015 yilinin Ekim ayindaki giinliik ortalama

rlizgar hizin1 igermektedir.

o
T

N
T

Observed Values
N w
T T

1 1.5 2 245) 8 3.5 4 4.5 5
Expected Values

05 T T T T T T T
[Data
= Gumbel
0.4 B
0.3 b
0.2 b
0.1 \\ 4
. U ~——
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Sekil 5.2 Riizgar hiz1 verileri i¢in Gumbel dagilimi QQ ve uyum grafikleri

Veriler i¢in 6rnek islem asagidaki adimlardan olusur:

A.1. Giinliik ortalama riizgar hizi verileri &; artiklart olarak alinmistir.
A.2. x; bagimsiz degisken degerleri Standart Normal dagilimdan rasgele iiretilmistir.
Uretilen x; degerleri:

2,9491, -0,6300, -0,0469, 2,6830,
-1,1467, 0,5530, -1,0765, 1,0306,
0,3275, 0,6521, -0,2789, 0,2452,
1,4725,  -2,2751, -1,6333, 0,4155,
-0,6548, -0,2963, -1,4969, -0,9048,
-0,4042, -0,7258, -0,8665, -0,4218,
-0,9427, 1,3419, -0,9884, 1,8179,
-0,3744, -1,4517, -0,6187,
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A.3. 1-2 Adimlardaki &; artiklar1 ve x; degerleri asagidaki formiilde yerine yazilarak y;
degerleri elde edilmistir (Islam vd., 2001).

yi=x;+ ¢y, i=1,2,--,31

A.4. €= %0, %5, %10 ve %15 aykir1 deger oranlarina gore verideki aykiri deger sayisi,
r = n X & formiilii ile belirlenmistir.

A.5. Rasgele secilmis r tane veri, diizgiin dagilim kullanilarak elde edilen X-yoniindeki r
tane aykir1 degerle degistirilmistir (bkz. Sekil 5.3).

A.6. Farkli aykir1 deger oranlari i¢in, model parametreleri 3, ve $,'in LS, LAD, WLAD

ve LMS tahminleri elde edilmistir ve sonuglar Tablo 5.3’te gdsterilmistir.

Ayrica, veri setinde bulunan aykir1 deger oranlarina gore elde edilen (bkz. Tablo 5.3)
tahmin degerlerine gore ¢izilen regresyon dogrusu ve sacilim grafikleri Sekil 5.4’te

sunulmustur.

Tablo 5.3’te yer alan parantez i¢indeki degerler, veride aykir1 deger bulunmadiginda ve

bulundugunda elde edilen tahminler arasindaki farkin mutlak degeridir.
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Sekil 5.3 € =0,10 olan veri i¢in sac¢ilim grafigi.
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(c) (d)
Sekil 5.4 (a) Veride aykir1 deger bulunmadiginda, (b) veride %35 oraninda aykir1 deger

bulundugunda, (c) veride %10 oraninda aykiri deger bulundugunda, (d) veride %15
oraninda aykir1 deger bulundugunda 3, ve 3; parametrelerinin LS, LAD, WLAD ve LMS

tahminleri ile elde edilen regresyon dogrusu ve sagilim grafigi

Tablo 5.3 Orijinal veriler ve farkli aykir1 deger ylizdesi degerlerine sahip degistirilmis

veriler i¢cin model parametrelerinin LS, LAD, WLAD ve LMS tahminleri

LS LAD WLAD LMS

Aykirt

Deger

Orani Bo BAl go BAl ,éo 31 ,éo 31

%0 2,6197 0,7625 2,3039 0,7004 2,4630 0,5378 2,3494 0,7997

%5 2,2550 0,0180 2,3325 0,4833 2,3351 0,4862 2,3493 0,7996
(0,3647) (0,7445) (0,0286) (0,2171) (0,1279) (0,0516) (0,0001) (0,0001)

%10 2,1744  -0,0184 2,2610 -0,1022  2,2190 0,0615 2,3493 0,7996
(0,4453) (0,7809) (0,0429) (0,8026) (0,2440) (0,4763) (0,0001) (0,0001)

%15 2,0236  -0,1007  2,1453  -0,2172  2,0811 -0,1283  2,3493 0,7996
(0,5961) (0,8632) (0,1586) (0,9176) (0,3819) (0,6661) (0,0001) (0,0001)
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6. BULGULAR

Bu boliimde, tez kapsaminda 4. ve 5. boliimlerde yapilan simiilasyon ¢aligmalart ile
gercek veri analizlerinden elde edilen sonuglar ayrintili olarak Ozetlenmis ve

degerlendirilmistir.

6.1. Simiilasyon Calismasi I ve Uygulama I

Bu béliimde, Es. (3.3) ile verilen basit dogrusal regresyon modelinde yer alan S, ve 3,
parametrelerinin LS tahmin edicilerinin, model varsayimlarindan sapmalarin veya veri
setinde aykir1 degerlerin bulunmasi durumlarindaki performanslar1 Monte-Carlo
simiilasyon yontemiyle incelenmistir. Simiilasyon analizi sonucunda elde edilen bulgular

Tablo 4.1°de sunulmustur.

Elde edilen sonuglar, 3, ve ; parametrelerinin LS tahmin edicileri, incelenen tiim aykiri
deger modelleri ve normal dagilima alternatif olarak degerlendirilen tim dagilimlar igin
yansizlik 6zelligini korudugunu gostermektedir. Diger bir ifadeyle, LS tahmin
edicilerinin Bias kriteri acisindan normallikten sapmalara karsi belirli bir diizeyde

dayaniklilik sergiledigi sdylenebilir.

MSE kriterine gore, hata terimlerinin ger¢ek dagilimi, Model I-IIT kapsaminda farkl
serbestlik derecelerine sahip Student-t dagilimlar1 oldugunda, LS tahmin edicilerinin
etkinliginde belirgin bir diisiis goézlenmistir. Bununla birlikte, serbestlik derecesinin
artmasiyla birlikte LS tahmin edicilerinin etkinliginde iyilesme oldugu tespit edilmistir.
Ayrica, Model I durumunda [, ve [; parametrelerine ait LS tahmin edicilerinin

etkinliginin en diisiik diizeyde oldugu belirlenmistir.

Orneklem biiyiikliigiiniin artmasiyla birlikte LS tahmin edicilerine ait MSE degerlerinin

azaldig1, dolayisiyla tahmin edicilerin etkinliklerinin arttig1 goriilmiistiir.

Simiilasyon sonuglarina ait MSE degerleri, 3, ve [; parametrelerinin LS tahmin
edicilerinin performanslarinin, Model IV—VI’da tanimlanan sapmalardan, Model I-1II"te

yer alan sapmalara gore daha az etkilendigini gostermistir.

Uygulama I kapsaminda, basit dogrusal regresyon modeli i¢in literatiirde yer alan bir veri
seti kullanilarak ¢esitli aykir1 gozlem senaryolar1 analiz edilmistir. Bu kapsamda, Durum
1’de X-yoniinde tek bir aykir1 gézlem, Durum 2’de Y-yoOniinde tek bir aykir1 gozlem,

Durum 3’te hem X- hem de Y-yoniinde birer aykir1 gézlem (toplam iki aykir1 deger) ve
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Durum 4’te ise hem X hem de Y-yonlerinde ayni anda goriilen bir aykir1 gozlemin yer

aldig1 modeller ayr1 ayr1 incelenmistir. Analiz sonuglar1 Tablo 4.3°te sunulmustur.

Elde edilen bulgular, LS tahmin edicilerinin incelenen tiim aykir1 gozlem senaryolarindan
etkilendigini gdstermektedir. Ozellikle, tahminlerin standart hatalar1 dikkate alindiginda,
LS tahmin edicilerinin Durum 2 ve Durum 3’teki aykir1 deger modellerinden belirgin
sekilde etkilendigi goriilmiistiir. Yanlilik acisindan degerlendirildiginde ise, [3,
parametresine ait LS tahmin edicisinin Durum 1-3’te tanimlanan aykir1 deger
modellerine kars1 olduk¢a duyarli oldugu gozlenmistir. Buna karsilik hem yanlilik hem
de standart hata birlikte degerlendirildiginde, 3, ve ; parametrelerine ait LS tahmin
edicilerinin performanslarinin Durum 4’teki aykir1 gézlem modelinden nispeten daha az
etkilendigi sonucuna ulasilmistir. Bu bulgu, literatiirde yer alan benzer ¢alismalarla da

tutarlilik gostermektedir.

6.2. Simiilasyon Calismasi II ve Uygulama II

Bu boéliimde, hata terimlerinin Gumbel dagilimina uydugu varsaymmi altinda, basit
dogrusal regresyon model parametrelerinin tahmininde kullanilan dayanikli tahmin
yontemleri LAD, WLAD ve LMS ile klasik LS yonteminin performanslari, Monte-Carlo
simiilasyon analizi araciligiyla degerlendirilmistir. Simiilasyon ¢alismas1 sonuglari Tablo

5.1-5.2'de sunulmustur.

Monte-Carlo simiilasyonu sonucunda elde edilen bulgular, veri seti aykir1 degerler
icermediginde, 3, parametresinin Bias ve MSE degerleri ile 3; parametresinin MSE
degerleri agisindan LMS tahmin edicisinin, tiim 6rneklem biiytikliiklerinde diger tahmin
ediciler arasinda en 1iyi performansi gosterdigini ortaya koymustur. Ancak, [3;
parametresinin LAD ve LS tahmin edicileri, tiim orneklem biiyiikliiklerinde en diistiik
Bias degerlerine sahip olmalar1 nedeni ile diger tahmin yontemlerine kiyasla daha iyi
performans gostermektedir. Bu sonug, LMS tahmin edicisinin genel iistiin performansina
ragmen, geleneksel LS yonteminin Bias kriteri acisindan 6zellikle 3; parametresi igin
hala giivenilir tahminler saglayabildigini gdstermektedir. LAD ve WLAD dayanikli
tahmin ediciler olmalarina ragmen, (3; parametresi i¢in LS tahmin edicisine kiyasla MSE
acisindan daha diisiik performans sergilemislerdir (bkz. Tablo 5.1). Bu sonug, LAD ve
WLAD yo6ntemlerinin aykirt degerlerin parametre tahmin siirecindeki olumsuz etkilerini

azaltmak amaciyla gelistirilmis olsalar da baz1 durumlarda belirli parametreler agisindan
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her zaman LS yoOnteminden daha iyi performans sergileyemeyebilecekleri anlamina

gelmektedir.

Tiim aykir1 deger senaryolarinda, 3, parametresine ait LS, LAD ve WLAD tahmin
edicilerinin yanl tahminler iirettigi gézlemlenmistir. Bununla birlikte, s6z konusu tahmin
edicilerin Bias degerlerinin, aykir1 deger igcermeyen veri setlerinden elde edilen Bias
degerlerine kiyasla daha diisiik oldugu belirlenmistir. LMS tahmin edicisi hem Bias hem
de MSE degerleri bakimindan diger dayanikli tahmin yontemleri olan LAD ve WLAD’a
gore daha yiiksek bir performans sergilemistir. Ancak, MSE kriteri agisindan
degerlendirildiginde, LS tahmin edicisinin bazi durumlarda LAD tahmin edicisine kiyasla
daha iyi performans gostermistir. LMS tahmin edicisi, aykirt degerlere karsi
duyarliliginin diisiik olmasi nedeniyle farkli aykiri deger senaryolarinda giiclii bir
dayaniklilik sergilemekte olup, bu yoniiyle en giivenilir yontem olarak 6ne ¢ikmaktadir.
WLAD tahmin edicisi ise dayaniklilik bakimindan LMS’in ardindan ikinci sirada yer
almaktadir. Ote yandan, LS tahmin edicisi, aykir1 gdzlem igermeyen veri setlerinde,
ozellikle egim parametresi 3, i¢in Bias agisindan iyi bir performans gosterse de aykiri
degerlere kars1 direngsizdir. Aykirt degerlerin orani arttik¢a, LS tahmin edicisinin Bias
ve MSE degerleri, dayanikli tahmin ydntemlerine kiyasla daha yiiksek seviyelere
ulagsmakta; bu durumda, performansi belirgin bigimde diismektedir. Bununla birlikte,
LAD ve WLAD tahmin edicileri, aykir1 degerlerin olumsuz etkilerini azaltmak amaciyla
gelistirilmis dayanikli tahmin yontemleri olmasina ragmen, aykir1 deger oraninin yiiksek
oldugu durumlarda LMS tahmin edicisine kiyasla daha diisiik performans

sergilemektedirler.

Uygulama II’de, B6lim 5’te ele alinan hata terimlerinin Gumbel dagilimina uydugu
varsayimi altinda, X-yoniinde aykir1i degerlerin oldugu durumlarda model
parametrelerinin tahmini i¢in Onerilen yontemlerin uygulanabilirligini degerlendirmek
amacuyla literatiirde yer alan bir veri seti analiz edilmistir. Bu kapsamda, veri setine yapay
olarak aykir1 degerler eklenerek veri seti tizerinde gerekli diizenlemeler
(modifikasyonlar) yapilmistir. Yapilan analizler sonucunda elde edilen bulgularin,
simiilasyon calismalariyla tutarlilik gosterdigi belirlenmistir. LMS yontemi, hem hata
terimlerinin normallik varsayimini saglamadigr hem de veri setinde aykiri degerlerin
bulundugu kosullarda en yiiksek performansi sergilemistir (bkz. Sekil 5.4). Performans
acisindan WLAD yontemi, LMS tahmin edicisinin ardindan ikinci en basarili yontem

olarak 6ne ¢ikmistir.
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7. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada, basit dogrusal regresyon modelinde hata terimlerinin Gumbel dagilimina
sahip oldugu varsayimi altinda model parametrelerinin tahmin edilmesi problemi ele
alinmistir. Literatlirde bu konu, Al-Adilee ve Mohamed (2014) tarafindan incelenmis ve
s0z konusu calismada model parametrelerinin ML tahmin edicileri elde edilmistir. Bu
calisma, literatlirdeki Onceki calismadan farkli olarak, literatiirde dayanikli tahmin
yontemleri olarak kabul edilen LAD, WLAD ve LMS ile klasik LS yontemi kullanilarak
tahmin edilmistir. Tahmin edicilerin dayaniklilik performanslari, regresyon dogrusunun
egimini 6nemli dlctide etkileyen X-yoniindeki aykir1 degerlerin, farkli yiizdelerini iceren
veri senaryolart iizerinde yiiriitilen Monte-Carlo simiilasyonu kullanilarak
karsilastirilmistir.  Elde edilen sonuglar, tahmin yo6ntemlerinin performanslarini

karsilastirmak amaciyla Bias ve MSE o0lciileri temel alinarak analiz edilmistir.

Simiilasyon sonuglari, LMS tahmin edicisinin hem 3, hem de 3; parametrelerini tahmin
etmede ¢ogu senaryo i¢in en yiiksek dogruluk ve giivenilirligi sagladigini gostermektedir.
WLAD tahmin edicisi, performans agisindan ikinci sirada yer almakta ve LMS’den sonra

tercih edilebilir bir alternatif olarak dne ¢ikmaktadir.

Simiilasyon ile elde edilen sonuglarin, tutarliligini gostermek icin literatiirden alinan
gercek veri analizi yapilmistir. Veri setinde aykir1 deger olmadigi i¢in X-yonunde farkl
ylizdelerde aykir1 gozlemler eklenmis ve model parametrelerinin tahminleri elde
edilmistir. Gergek veri analiz sonuglart LMS tahmin edicisinin model parametrelerini
tahmin etmede {istlin performansinin simiilasyon sonuglart ile uyumlu oldugu
goriilmiistiir. Simiilasyon ve gergek veri analiz sonugclari, yiiksek bozulma noktalarina
sahip veri setlerinde LMS tahmin edicisinin veri kirliligine kars1 daha direngli oldugunu
ve LS, LAD ile WLAD tahmin edicilerinden daha giivenilir sonuglar verdigini

gostermistir.

Sonu¢ olarak, LMS tahmin edicisinin sagladig: yiiksek dayaniklilik, veri kirliliginin
onemli bir sorun olusturdugu durumlarda, LAD ve WLAD yo6ntemlerine kiyasla onu

oncelikli olarak tercih edilebilir bir dayanikli tahmin yontemi haline getirmektedir.

Bu tez caligmasi sonucunda elde edilen bulgulara gore, basit dogrusal regresyon
modelinde hata terimleri simetrik olmayan bir dagilim gosterdiginde ve veri seti X-

yoniinde yiiksek oranda aykiri gozlem icerdiginde LMS tahmin edicisinin kullanilmasi
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onerilmektedir. Ayrica, WLAD tahmin edicisi, uygun agirlik fonksiyonlar se¢ildiginde

orta diizeyde veri kirliligi iceren durumlarda etkili bir alternatif olarak degerlendirilebilir.

Gelecek caligmalarda, LMS yonteminin ¢oklu regresyon modelleri ve farkli hata
dagilimlar1 altinda performansinin incelenmesi, yontemlerin uygulanabilirligini ve

dayanikliligin1 daha kapsamli bicimde ortaya koyacaktir.

41



KAYNAKLAR

Acitas, S., & Senoglu, B. (2020). Robust change point estimation in two-phase linear regression
models: An application to metabolic pathway data. Journal of Computational and
Applied Mathematics, 363, 337-349.

Al-Adilee, A., & D Mohamed, K. (2014). Linear regression model related to Gumbel distribution.
Journal of Kerbala University, 10(2), 70-78.

Aydin, D., & Senoglu, B. (2015). Monte Carlo comparison of the parameter estimation methods
for the two-parameter Gumbel distribution. Journal of Modern Applied Statistical
Methods, 14(2), 123-140.

Aydin, D. (2018a). Estimation of the lower and upper quantiles of Gumbel distribution: an
application to wind speed data. Applied Ecology and Environmental Research, 16(1),
1-15.

Aydin, D. (2018D). Alternative robust estimation methods for parameters of Gumbel distribution:
an application to wind speed data with outliers. Wind & structures, 26(6), 383—395.

Bai, J. (1995). Least absolute deviation estimation of a shift. Econometric Theory, 11(3), 403—
436.

Bartolucci, F., & Scaccia, L. (2005). The use of mixtures for dealing with non-normal regression
errors. Computational Statistics & Data Analysis, 48(4), 821-834.

Bickel, P. J., & Doksum, K. A. (1981). An analysis of transformations revisited. Journal of the
American Statistical Association, 76(374), 296-311.

Box, G. E. (1953). Non-normality and tests on variances. Biometrika, 40(3/4), 318-335.

Box, G. E., & Cox, D. R. (1964). An analysis of transformations. Journal of the Royal Statistical
Society Series B: Statistical Methodology, 26(2), 211-243.

Cox, D. R., & Hinkley, D. V. (1968). A note on the efficiency of least-squares estimates. Journal
of the Royal Statistical Society Series B: Statistical Methodology, 30(2), 284-289.

Chan, N. H., & Peng, L. (2005). Weighted least absolute deviations estimation for an AR (1)
process with ARCH (1) errors. Biometrika, 92(2), 477-484.

Croux, C., Filzmoser, P., Pison, G., & Rousseeuw, P. J. (2003). Fitting multiplicative models by
robust alternating regressions. Statistics and Computing, 13, 23-36.

Davis, R. A., & Dunsmuir, W. T. (1997). Least absolute deviation estimation for regression with
ARMA errors. Journal of Theoretical Probability, 10, 481-497.

Dunsmuir, W. T., & Spencer, N. M. (1991). Strong Consistency and Asymptotic Normality of L1
Estimates of The Autoregressive Moving-Average Model. Journal of Time Series
Analysis, 12(2), 95-104.

Fisher, R. A. (1920). A mathematical examination of the methods of determining the accuracy of
an observation by the mean error, and by the mean square error.

Gao, X., & Feng, Y. (2018). Penalized weighted least absolute deviation regression. Statistics and
its interface, 11(1), 79-89.

Hampel, F.R. (1971). A general definition of qualitative robustness. The Annals of

Mathematical Statistics, 42(6): 1887-1896.
Hampel, F.R. (1974). The influence curve and its role in robust estimation. Journal of
the American Statistical Association, 69(346): 383-393.

Huber, P. J. (1992). Robust estimation of a location parameter. In Breakthroughs in statistics:
Methodology and distribution (pp. 492-518). New York, NY: Springer New York.

Islam, M. Q., Tiku, M. L., & Yildirim, F. (2001). Nonnormal regression. I. Skew distributions.
Communications in Statistics-Theory and Methods, 30(6), 993—1020.

Islam, M. Q., & Tiku, M. L. (2005). Multiple linear regression model under nonnormality.
Communications in Statistics-Theory and Methods, 33(10), 2443-2467.

Johnson, N. L., Kotz, S., & Balakrishnan, N. (1995). Continuous univariate distributions, volume
2. John Wiley & Sons.

Li, J. C. H. (2016). Effect size measures in a two-independent-samples case with nonnormal and
nonhomogeneous data. Behavior Research Methods, 48, 1560—1574.

42



Ling, S. (2005). Self-weighted least absolute deviation estimation for infinite variance
autoregressive models. Journal of the Royal Statistical Society Series B: Statistical
Methodology, 67(3), 381-393.

Olive, D. (2006). Robust estimators for transformed location scale families. Southern Illinois
University. Mailcode, 4408, 62901-4408.

Pan, J., Wang, H., & Yao, Q. (2007). Weighted least absolute deviations estimation for ARMA
models with infinite variance. Econometric Theory, 23(5), 852—879.

Pek, J., Wong, O., & Wong, A. C. (2018). How to address non-normality: A taxonomy of
approaches, reviewed, and illustrated. Frontiers in Psychology, 9, 2104.

Pollard, D. (1991). Asymptotics for least absolute deviation regression estimators. Econometric
Theory, 7(2), 186—199.

Ramponi, (2016) Lecture notes on system identfication and data analysis. https://federico-
ramponi.unibs.it/teachingresources.html(01.10.2025).

Rao, C. R. &Toutenburg, H. (1999). Linear models: least squares and alternatives, Second
Edition, Springer, New York.

Ross, S. M. (2009). Introduction to probability and statistics for engineers and scientists. Forth
Edition, Elsevier Science.

Rousseeuw, P. J. (1984). Least median of squares regression. Journal of the American Statistical
Association, 79(388), 871-880.

Rousseeuw, P.J. & Leroy, A.M. (1987). Robust Regression and Outlier Detection. John Wiley and
Sons, New York.

Rousseeuw, P. J., & Leroy, A. M. (2003). Robust regression and outlier detection. John Wiley &
Sons.

Sapra, S. K. (2003). High-breakdown point estimation of some regression models. Applied
Economics Letters, 10(14), 875-878

Temiz, Sevil (2006). Hata paylarinin normal dagilmamasit durumunda tek degiskenli klasik
regresyonda alternatif tahmin yontemleri (yayin no:182650) [ Yayinlanmais yiiksek lisans
tezi, Y1ldiz Teknik Universitesi]

Tiku, M. L., Islam, M. Q., & Selcuk, A. S. (2001). Nonnormal regression. II. Symmetric
distributions. Communications in Statistics-Theory and Methods, 30(6), 1021-1045.

Tiku, M. L., & Akkaya, A. D. (2004). Robust estimation and hypothesis testing. New Age
International.

Tukey, J.W. 1960. A survey of sampling from contaminated distributions.

Contributions to Probability and Statistics, I. Olkin, ed., Stanford Unversity
Press, Stanford.

Tukey, J.W. 1962. The future of data analysis. The Annals of Mathematical Statistics,
33: 1-67.
Winkelbauer, A. (2012). Moments and absolute moments of the normal distribution. arXiv
preprint arXiv:1209.4340.
Zeckhauser, R., & Thompson, M. (1970). Linear regression with non-normal error terms. The
Review of Economics and Statistics, 280—286.

43



OZGECMIS

Ad1 Soyadi : Omer BAYRAKTAR

Yabanci Dili : Ingilizce

Egitim Durumu

Lise : Samsun Maresal Fevzi Cakmak lisesi, 2009

Lisans : {stanbul Mimar Sinan Giizel Sanatlar Universitesi, 2013
Yiiksek Lisans

Mesleki Deneyim

Is Yeri : Ozer Teknik Isitma Sogutma A.S, 2015-2018

Is Yeri : Sinop Emniyet Miidiirliigii-Riitbeli Personel, 2020-
Yaynlar:

Aydin, D., & Bayraktar, O. (2025). Robust Estimation of Paremeters in Simple Linear
Regression Model, presented at the 3rd International Conference: Constructive

Mathematical Analysis, 02-05 July 2025, Konya.

44



