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SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ 

 

 

ℝN	 	 : N-boyutlu reel Ökl!d uzayı 

∇                 : Grad!ent (vektör değerl! kısm! türev operatörü) 

Ω#                : Ω bölges!n!n kapanışı 

∂Ω              : Ω bölges!n!n sınırı 

L!(#)(Ω)      : Değ!şken üslü Lebesgue uzayı 

W%,!(#)(Ω)  : Değ!şken üslü Sobolev uzayı 

W'
(,!(#)	(Ω)  : 	Ω nın sınırında sıfır değer!n! alan Sobolev uzayı 

C')(Ω)       : Her mertebeden sürekl! türevleneb!l!r kompakt destekl! fonks!yonların   

uzayı (test uzayı) 

X ↪ Y        : X Uzayının Y uzayına sürekl! gömülmes! 

X ↪↪ Y    : X uzayının Y uzayına kompakt gömülmes! 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  



1. GİRİŞ

L!teratürde değ!şken üslü Sobolev uzaylarındak! en öneml! çalışma Kovac!k ve Rakosn!k 

(1991) tarafından ele alınmıştır. Bu çalışmada en genel durumda değ!şken üslü Sobolev 

uzaylarının b!rçok temel özell!kler! ver!ld!. Y!ne Fan ve Zhao (2001) sınırlı bölgede 

Sobolev gömme teorem!n! ve C)(Ω) uzayının değ!şken üslü Sobolev uzayında 

yoğunluğunu gösterm!şt!r. 

Sobolev uzayları, kısm! d!ferans!yel denklemler, matemat!ksel f!z!k, d!ferans!yel 

geometr! ve daha b!rçok çeş!tl! matemat!ksel anal!z!n teor!s!n!n gel!ş!m!nde öneml! b!r 

rol oynar. Y!ne başlangıç-değer ve sınır-değer problemler!n!n çözümünde kullanılır. 

Değ!şken üslü fonks!yon uzayları, son yıllarda, elast!k mekan!k, akışkanlar d!nam!ğ! !le 

!lg!l! problemler üzer!ne çalışılmaktadır. Ruz!cka (2000) katsayıları değ!şken büyüme 

oranlı doğrusal olmayan s!stem !çeren elektroreoloj!k akışkanlar (EA) !ç!n matemat!ksel 

model üzer!nde çalıştı. EA etk!s!, robot b!l!m! ve uzay teknoloj!s!nde kullanılmakta ve 

deneysel araştırmalar Nasa laboratuvarlarında yapılmaktadır. 

Sobolev uzayları l!teratürde !lk olarak Sobolev (1938) tarafından tanımlanmıştır. Sobolev, 

yaptığı çalışmalarda klas!k Sobolev uzayı !le klas!k Lebesgue uzayı ve C%(ℝ*) uzayları 

arasındak! gömülme teoremler!n! verm!şt!r. Y!ne çok değ!şkenl! türevleneb!l!r 

fonks!yonlar !ç!n genel !ntegral eş!ts!zl!kler! !spatlamış ve bunları matemat!ksel f!z!ğ!n 

b!rçok problem!nde uygulamıştır.  

Değ!şken üslü Lebesgue uzayları L!(.)(Ω) !lk kez Orl!cz (1931) tarafından tanımlanmıştır. 

Orl!cz uzaylarının b!r genelleşt!r!lmes! olan modüler uzaylar düzenl! olarak !lk kez 

Nakano (1950), (1951) tarafından çalışıldı. Fakat buna rağmen Orl!cz uzayları kadar !lg! 

görmed!. 1970 ve 1980'l! yıllarda, modüler fonks!yon uzayları, (Hudz!k, 1976), (Hudz!k, 

1983), (Mus!elak, 1983) başta olmak üzere b!rçok matemat!kç! tarafından çalışılmıştır. 

Ayrıca, (Sharapud!nov, 1979) çalışmasında L!(.)(Ω) uzayı üzer!ndek! topoloj! üzer!ne 

bazı !ncelemeler yapılmıştır. 

L!teratürde değ!şken üslü Lebesgue uzaylarındak! en öneml! çalışma Kovac!k ve 

Rakosn!k (1991) tarafından ele alınmıştır. Değ!şken üslü Lebesgue uzayı olarak !fade 

ed!len uzayının özel b!r Orl!cz-Mus!elak uzayı olduğu ve p(.) = p sab!t alındığında, 

değ!şken üslü Lebesgue uzayının, klas!k Lebesgue uzayı olacağı çalışmada yer alan 

özell!kler!nden b!rkaçıdır. Değ!şken üslü Lebesgue uzayları !le klas!k Lebesgue 

uzaylarının ortak b!rçok özell!kler! olmasına rağmen, ötelemeler altında değ!şmezl!ğ!, 
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ötelemeler!n sürekl!l!ğ! ve g!r!ş!m g!b! bazı öneml! özell!kler uzayında L!(.)(Ω) uzayında 

sağlanmaz (Kovac!k ve Rakosn!k, 1991). 

Ω, ℝ* kümes!n!n sınırlı b!r açık alt kümes! olsun. Doğrusal kısm! d!ferans!yel 

denklemler!n temel teorem!nde öneml! b!r sonuç H'((Ω), yan! L,(Ω)	 de tanımlı b!r!nc! 

mertebeden sınırda sıfır değerl! Sobolev uzayı W'
(,,(Ω) uzayında Laplace operatörünün 

ayrık olduğunu !ler! sürer. Daha açık b!r şek!lde !fade edersek,  

/−Δu = λu, 	xϵΩ,
u = 0, 	xϵ ∂Ω 

problem! sınırsız b!r özdeğerler 0 < λ( < λ, < ⋯ < λ- < ⋯ d!z!s!ne sah!pt!r. d!r. Bu 

öneml! sonuç, H!lbert uzayları üzer!nde k! eşlen!k ve kompakt operatörler!n R!ezs-

Fredholm teor!s!ne dayanır.  

B!r sab!t olmayan sürekl! p(. ) fonks!yonu !ç!n 𝑝(𝑥)-Laplace opeartörü Δ!(#)u:=

divD|∇u|!(#).,∇uF, şekl!nde tanımlanır. Bu d!ferans!yel operatör 𝑝>1 olmak üzere 

Δ!u:= div(|∇u|!.,∇u) !le tanımlı p-Laplace operatörünün b!r doğal genellemes!d!r. 

Ancak, p(x)-Laplace opeartörü, sab!t p-Laplace operatörüne göre daha çok karmaşık 

doğrusal olmayan durumlar !çer!r.  

M!ha!lescu ve Radulescu (2007) yapmış oldukları çalışmalarında, Ω ⊂ ℝ*(N ≥ 3) 

düzgün sınırlara sah!p sınırlı b!r bölge, λ > 0 b!r reel sayı, p ve q değ!şken fonks!yonları 

Ω üzer!nde sürekl! olmak üzere, homojen olmayan  

/−div	D|∇u|
!(#).,∇uF = λ|u|/(#).,u, x ∈ Ω,

u = 0, 	x ∈ ∂Ω,
(1.1) 

özdeğer problem!n!n zayıf çözümler!n! W'
(,!(#)(Ω) uzayında !ncelem!şlerd!r. Bu

problem!n özel b!r durumu Fan, Zhang ve Zhao (2005) tarafından p(x)=q(x) !ç!n ele 

alınmış ve kr!t!k nokta teor!s!n! kullanarak b!r zayıf çözümler d!z!s!n!n varlığını ortaya 

koymuşlardır. Negat!f olmayan tüm zayıf çözümler!n kümes! 𝐴 olmak üzere Fan, Zhang 

ve Zhao, supA = +∞ olduğunu gösterm!şler ve bazı koşullar altında inf	A > 0 olduğunu 

bel!rtm!şlerd!r. Eğer p(x) = p = sabit olması durumunda p-Laplace operatörü, ∆!u =

div(|∇u|!.,∇u), !ç!n her zaman inf	A > 0 olduğu b!l!n!yor.  

Opt!mal kontrol, d!nam!k s!stemler!n bel!rl! b!r hedefe en ver!ml! şek!lde ulaşmasını 

sağlamak !ç!n gel!şt!r!lm!ş matemat!ksel b!r yöntemd!r. Bu alan, mühend!sl!k, ekonom!, 

b!yoloj! ve b!rçok d!ğer d!s!pl!nlerde karmaşık s!stemler!n yönet!m! ve opt!m!zasyonu 

!ç!n kr!t!k b!r rol oynamaktadır. Kontrol teor!s!, s!stem!n davranışını anal!z ederken,
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opt!mal kontrol, bel!rl! b!r performans ölçütüne ulaşmak !ç!n kontrol g!rd!ler!n!n nasıl 

seç!leceğ!n! bel!rler. Opt!mal kontrolün temel amacı, bel!rl! b!r zaman d!l!m!nde en !y! 

çözümü, genell!kle b!r mal!yet fonks!yonunu m!n!m!ze etmek veya b!r fayda 

fonks!yonunu maks!m!ze etmek şekl!nde formüle eder. 

Opt!mal kontrol teor!s!, 20. yüzyılın ortalarına doğru gel!şmeye başlamıştır. Bu alandak! 

!lk öneml! gel!şmelerden b!r!, R!chard Bellman’ın 1950'lerde ortaya koyduğu D!nam!k 

Programlama (Dynam!c Programm!ng, DP) yöntem!d!r. Bellman’ın d!nam!k 

programlama yaklaşımı, b!rçok farklı kontrol kararının b!rb!r!n! tak!p ett!ğ! d!nam!k 

s!stemler !ç!n çözümler üret!lmes!ne olanak sağlamıştır. Bu metodun yanında, daha sonra 

gel!şt!r!lm!ş olan Pontryag!n’!n Maks!mum Prens!b! (Pontryag!n's Max!mum Pr!nc!ple, 

PMP) ve Ham!lton-Jacob!-Bellman (HJB) denklemler! de opt!mal kontrol alanında temel 

araçlar olmuştur. Sonrak! yıllarda opt!mal kontrol teor!s!, robot!k, otomat!k kontrol 

s!stemler!, enerj! yönet!m!, ulaşım ve havacılık g!b! b!rçok endüstr!yel uygulama alanına 

adapte ed!lm!şt!r. Bu alanlardak! gel!şmeler, yen! opt!m!zasyon algor!tmalarının ve 

modelleme tekn!kler!n!n ortaya çıkmasını teşv!k etm!şt!r. 

Opt!mal kontrol problemler! genell!kle matemat!ksel modeller aracılığıyla tanımlanır. Bu 

modeller, b!r kontrol s!stem! ve bu s!stem!n d!nam!kler!n! bel!rleyen d!ferans!yel 

denklemler !çer!r. Bu denklemler doğrultusunda kontrol s!nyaller! (örneğ!n, hız, güç veya 

yön) bel!rl! b!r mal!yet fonks!yonunu m!n!m!ze etmek amacıyla opt!m!zasyon yoluyla 

çözülür. 

D!nam!k programlama, opt!mal kontrol problemler!n! çözmek !ç!n kullanılan güçlü b!r 

yöntemd!r. Bu yöntem, problem! küçük alt problemlere ayırarak çözüm bulmayı hedefler. 

Ancak, DP'n!n hesaplama mal!yet! çok yüksek olab!leceğ! !ç!n, uygulamalarda genell!kle 

daha ver!ml! algor!tmalar kullanılır. Opt!mal kontrolün uygulama alanları çok gen!şt!r. 

Bu alanlardan bazıları şunlardır: Robot!k ve Otonom Araçlar: Opt!mal kontrol, robotların 

çevresel faktörlere tepk! vererek bel!rl! görevler! en ver!ml! şek!lde yer!ne get!rmes!n! 

sağlar. Otonom araçlar !ç!n de yol alma, hız kontrolü ve enerj! ver!ml!l!ğ! g!b! unsurlar 

opt!mal kontrol !le yönet!leb!l!r.  

Enerj! S!stemler!: Enerj! üret!m ve dağıtım s!stemler!nde, enerj! tüket!m! ve üret!m! 

arasındak! dengey! opt!m!ze etmek, sürdürüleb!l!r enerj! yönet!m! açısından kr!t!k b!r rol 

oynar. 

Havacılık ve Uzay: Roketler!n ve uçakların yolculukları sırasında opt!mal hız, yön ve 

yakıt kullanımı g!b! parametreler!n bel!rlenmes! !ç!n opt!mal kontrol algor!tmaları 

kullanılmaktadır. 



4 
 

Sağlık B!l!mler!: Opt!mal tedav! planlarının oluşturulması, !laç dozajlarının bel!rlenmes! 

ve d!ğer tıbb! prosedürler!n opt!m!zasyonu g!b! sağlık alanlarında da opt!mal kontrol 

büyük b!r öneme sah!pt!r. Opt!mal kontrol teor!s!, karmaşık d!nam!k s!stemler!n daha 

ver!ml! yönet!lmes!n! sağlayan güçlü b!r araçtır. Ancak, bu alandak! teor!k gel!şmeler ve 

uygulamalar, teknoloj! ve hesaplama gücündek! !lerlemelerle sürekl! olarak 

evr!lmekted!r. 

Bu tez çalışmasında homojen ve doğrusal olmayan b!r özdeğer p(x)-Laplasyan (1.1) 

problem!n!n varyasyonel yöntemler kullanılarak zayıf çözümler!n!n ve öz değerler!n!n 

varlığı, ve b!r D!r!chlect sınır değer opt!mal kontrol problem!n!n opt!mal çözümler!n!n 

bazı koşullar altında W'
(,!(#)(Ω) uzayında ele alınacaktır.  
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

 

Bu bölümünde, tezde yararlanacağımız temel tanımlar ve teoremlerden ver!lecekt!r. 

 

2.1. Bazı Tanımlar ve Kavramlar 

Tanım 2.1.1.  normlu uzaylar ve  olsun. Eğer herhang! b!r 

fonks!yonu !ç!n  olacak şek!lde b!r  varsa X uzayı Y uzayına 

sürekl! olarak gömülür den!r ve X↪Y  !le göster!l!r (Kufner ve ark., 1977).  

 

Tanım 2.1.2.  normlu uzayları ve  operatörü ver!ls!n. Eğer, 

X↪Y  sağlanıyorsa ve her  sınırlı d!z!s! !ç!n  operatör d!z!s!n!n 

yakınsak b!r alt d!z!s! bulunuyorsa, X uzayı Y uzayına kompakt olarak gömülür den!r ve 

X↪↪Y  !le göster!l!r (Kufner ve ark., 1977). 

 

Teorem 2.1.3.  !k! normlu uzaylar ve X yansımalı b!r uzay olsun. 

Ayrıca,  operatörü ver!ls!n. Bu takd!rde, X↪↪Y olması !ç!n gerek ve yeter 

koşul, T operatörünün X uzayında zayıf yakınsak d!z!ler! Y uzayında kuvvetl! yakınsak 

d!z!lere dönüştürmes!d!r (C!arlet, 2013). 

 

Tanım 2.1.4. (KlasEk 𝐋𝐩 Uzayı): Ω	, ℝ*’n!n ölçüleb!l!r b!r alt kümes!, |Ω| > 0 ve Ω 

kümes! üzer!nde tanımlı Lebesgue ölçüleb!l!r fonks!yonların kümes! S(Ω) olsun Bu 

takt!rde  

L!(Ω)={u ∈ S(Ω):∫ |u(x)|!dx <1 ∞, 1 ≤ p < ∞} 

olan fonks!yonların denkl!k sınıflarının uzayına L!(Ω) Lebesgue uzayı adı ver!l!r. Bu 

takd!rde uϵL!(Ω) olmak üzere  

∥ u ∥2!(1)=_∫ |u(x)|!1 dx`
"
! 

!le tanımlı ∥. ∥2!(1) fonks!yonu L!(Ω) üzer!nde b!r normdur ve bu norma göre b!r Banach 

uzayıdır.  

 

 
 

( ) ( )! "
!# $ # "# $ ! "⊂

! "∈
! "
# $ #≤ ! ">

( ) ( )! "
!# $ # "# $ ! "# $→

( )!" #⊂ ( )( )!" # $⊂

( ) ( )! "
!# $ # "# $

! "# $→
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2.2. DeğEşken Üslü Lebesgue ve Sobolev Uzayları 
 

Tanım 2.2.1. Ω	, ℝ*’de b!r açık bölge olsun. Bu takd!rde p: Ω → (1,∞) ölçüleb!l!r 

fonks!yona değ!şken üs den!r. Y!ne b!r p ∈ C(Ω#) ve her 𝑥𝜖Ω# !ç!n 𝑝(x) > 1 olsun. Bu 

takd!rde  

C3(Ω#) = {p ∈ C(Ω#): her	𝑥𝜖Ω#	için	p(x) > 1} 

kümes! ve b!r 𝑝 ∈ C3(Ω#) !ç!n  

p3 = sup
#∈1

 p(x)	ve	p. = inf
#∈1

 p(x) 

değ!şken üsler! tanımlansın.  

B!r u ∈ S(Ω) ve 𝑝 ∈ C3(Ω#) !ç!n  

L!(#)(Ω)={u ∈ S(Ω):∫ |u(x)|!(#)1 𝑑𝑥 < ∞} 

şekl!nde tanımlanan fonks!yonların denkl!k sınıflarının vektör uzayına değ!şken üslü 

Lebesgue uzayı den!r. Ayrıca u ∈ L!(#)(Ω) olmak üzere  

∥ u ∥!(#)= 𝑖𝑛𝑓{λ > 0: ∫ m5(#)
6
m
!(#)

𝑑𝑥1 ≤ 1} 

!le tanımlı ∥. ∥!(#) fonks!yonu L!(#)(Ω) üzer!nde b!r normdur (Luxemburg norm) ve bu 

norma göre b!r Banach uzayıdır.  

 Değ!şken üslü Lebesgue L!(#)(Ω) uzayının dual uzayı, (
7(8)

+ (
9(8)

= 1 olmak üzere, 

L/(#)(Ω) uzayıdır. Ayrıca herhang! b!r 𝑢 ∈ L!(#)(Ω) ve 𝑣 ∈ L/(#)(Ω) !ç!n  

                                 p∫  1  uvdxp ≤ _ (
!#
+ (

/#
` |u|!(#)|v|/(#)                                       (2.2.1) 

Hölder eş!ts!zl!ğ! elde ed!l!r (Kovac!k ve Rakosn!k (1991)). 

Eğer Ω sonlu ölçümlü b!r küme, p(, p, değ!şken üs fonks!yonları ve h.h.h x ∈ Ω !ç!n 

p((x)≤	p,(x) !se L!$(#)(Ω) ↪ L!"(#)(Ω) sürekl! gömülmes! vardır.  

Değ!şken üslü Lebesgue L!(#)(Ω) uzaylarında öneml! b!r rolü olan modüler fonks!yonu 

ρ!(#): L!(#)(Ω) → ℝ,  

ρ!(#)(u) = r  
1
|u|!(#)dx 

şekl!nde tanımlanır. Değ!şken üslü Lebesgue L!(#)(Ω) uzaylarında norm-modüler 

!l!şk!s! aşağıdak! önerme de ver!lm!şt!r. 
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2.2.2.Önerme: B!r u ∈ L!(#)(Ω) fonks!yonu ver!ls!n. Bu takd!rde; 

!) ∥ u ∥!(#)≤ 1 ⟺ ρ!(#)(u) ≤ 1,   

!!) ∥ u ∥!(#)> 1 ⇒∥ u ∥!(#)
!# ≤ ρ!(#)(u) ≤∥ u ∥!(#)

!% , 

!!!) ∥ u ∥!(#)< 1 ⇒∥ u ∥!(#)
!% ≤ ρ!(#)(u) ≤∥ u ∥!(#)

!. , 

!v) ∥ u- − u ∥!(#)→ 0	 ⇔ 	ρ!(#)(u- − u) → 0 (Kovac!k ve Rakosn!k (1991)). 

Ş!md! L!(#)(Ω) uzayına a!t fonks!yon örnekler! verel!m. 

2.2.3. Örnek:   ve  !ç!n fϵL!(#)(Ω) d!r. Gerçekten,  
ρ!(#) n!n tanımından 

ρ!(#)(f) = r  
[(,,]

|𝑒
(
8|#dx = r  

[(,,]
edx 

elde ed!l!r. Son eş!tl!kte  olup e fonks!yonu  de sürekl! olduğundan 
Lebesgue !ntegral !le R!emann !ntegral! çakışır. Yan! !ntegral sonlu olup, fϵL!(#)(Ω) elde 
ed!l!r.  
 

2.2.4. Örnek: ,  ve  !ç!n fϵL!(#)(Ω) d!r. Bu durumda  

 

olur. B!r fonks!yonun R!emann !ntegralleneb!lmes! !ç!n gerek ve yeter koşulun h.h.h. 

sürekl! olmasıdır. Böylece  fonks!yonu  aralığında sadece  

noktasında süreks!z olup, h.h.h. sürekl!d!r. Dolayısıyla fonks!yon R!emann 
!ntegralleneb!l!rd!r. O halde  

 

olur. Buradan  dur yan! fϵL!(#)(Ω) elde ed!l!r.  
 
Ş!md! Klas!k Lebesgue Uzayı !le Değ!şken Üslü Lebesgue Uzayı arasındak! !l!şk!y! 
verel!m. 

 
2.2.5. Önerme:  olmak üzere  sab!t olarak alınırsa L!(#)(Ω)=	L!(Ω) olur 

(D!en!ng ve arkadaşları, 2011). 

!"#$ #=
!
"# $"% &=

! " = > [ ]!"#

[ ]!"#Ω =
!"#$%
$

=
!

! "# $!% & !
−−=

[ ] [ ] [ ]

!
" !"

" !# #
$%&'

()! ()! ()!

! !%* ' + " ," + " ," ,"
+ "

− −− −ρ = = =∫ ∫ ∫

!"#$%
$

= [ ]!"# ! "=

! !

"#$% &
&

! ! ! ! !#' % () *+, ()
- - .) )+ε→

ε

ρ = = = <∞∫ ∫
!"#$ "% $ρ <∞

! "≤ ≤ ∞ !"#$ !≡
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İspat:  !ç!n  sab!t olsun.  olması !ç!n gerek ve yeter koşul 

 olmasıdır. Gerçekten 
 
!se  olacak şek!lde b!r  sayısı 

vardır. O halde 
1
𝜆7r  1

|f|!dx ≤ 1 

yazılır. Buradan ∫  1 |f|
!dx ≤ 𝜆7 olup  elde ed!l!r. Dolayısıyla  !ç!n 

L!(#)(Ω)=	L!(Ω) elde ed!l!r. 

 

2.2.6.Tanım(DeğEşken Üslü Sobolev Uzayı): Ω kümes!n!n sınırında sıfır değer!n! alan 

Sobolev uzayı W'
(,!(#)(Ω), C')(Ω) test fonks!yonlar uzayının  

∥ u ∥=∥ ∇u ∥!(#) 

normuna göre kapanışı olarak tanımlanır, ve  

W(,!(#)(Ω)={u∈ L!(#)(Ω) | |∇u| ∈ L!(#)(Ω)} 

Sobolev uzayının b!r alt uzayıdır. Ayrıca _W'
(,!(#)	(Ω), ∥⋅∥` uzayı ayrılab!l!r ve yansımalı 

b!r Banach uzayıdır. 

 

Deeğ!şken üslü Sobolev W'
(,!(#)	(Ω) uzayında öneml! b!r kompakt gömülme özell!ğ! 

aşağıdak! teoremle ver!lm!şt!r.  

 

Teorem 2.2.7: 𝑝(𝑥) < N olmak üzere  

p⋆(x) =
Np(x)
N − p(x) 

değ!şken üssü ver!ls!n. Bu takd!rde b!r 𝑠 ∈ C3(Ω#) ve her x ∈ 	Ω# !ç!n eğer s(x) < p⋆(x) 

!se W'
(,!(#)	(Ω) ↪ L=(#)(Ω) sürekl! ve kompakt gömülmes! vardır (M!ha!lescu ve 

Radulescu, 2007). 

 

 

 

 

 

! "≤ <∞ !"#$ !≡ !"#$
% <∞

!
" <∞

!"#$
% <∞ !"#$

% & 
 
 

ρ ≤
λ

! >

!" ≤λ <∞ ! "≤ <∞
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3. MATERYAL VE YÖNTEM 
 

Bulgular bölümünde değişken üslü Lebesgue uzayı tanımlanarak (M!ha!lescu and 

Radulescu (2007) ve (Kogut ve Tkachenko (2016) çalışmalarındaki bazı özellikler ele 

alındı. Daha sonra değişken üslü Lebesgue ve Sbolev uzaylarının temel özellikleri ele 

alındı. M!ha!lescu and Radulescu (2007) çalışmasındak! tekn!kler kullanılarak bu 

makalede ele alınan p(x)-Laplac!an denklem!n!n zayıf çözümler! ve özdeğerler! !ncelend!. 

Son kısımda !se (Kogut ve Tkachenko (2016) çalışmasındak! metot ve yöntemler 

kullanılarak opt!mal kontrol problem!n çözümler! !ncelenm!şt!r. 
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4. BULGULAR 

 

4.1. DeğEşken Üslü Homojen Olmayan Öz Değer Sınır ProblemE 

Bu bölümde homojen olmayan  

                      /−div	D|∇u|
!(#).,∇uF = λ|u|/(#).,u, x ∈ Ω,

u = 0, 	x ∈ ∂Ω,
                               (4.1.1) 

özdeğer problem!n!n zayıf çözümler!n! W'
(,!(#)(Ω) uzayında elde ed!lm!şt!r.  

 
4.1.1.Tanım. Eğer her v ∈ W'

(,!(#)(Ω) !ç!n            

																																∫  |∇u|!(#).,1 ∇u∇vdx − λ∫  |u|/(#).,1 uvdx = 0                        (4.1.2) 

olacak şek!lde b!r u ∈ W'
(,!(#)(Ω) ∖ {0} fonks!yonu varsa λ ∈ ℝ sayısına (4.1.1) 

problem!n!n b!r öz değer!, u ∈ W'
(,!(#)(Ω) ∖ {0} fonks!yonuna da (4.1.1) problem!n!n b!r 

zayıf çözümü den!r.  

Bu tezde 1 < inf
8∈1

𝑞(𝑥) < inf
8∈1

𝑝(𝑥) < sup
8∈1

𝑞(𝑥), sup
8∈1

𝑝(𝑥) < 𝑁 ve her 𝑥 ∈ 	Ω# !ç!n 𝑞(𝑥) <

*!(#)
*.!(#)

 olduğu kabul ed!lm!şt!r.  

Tez!n bu bölümünde (4.1.1) denklem!n!n zayıf çözümünün varlığı !le !lg!l! aşağıdak! ana 

teorem !spatlanmıştır. 

 

4.1.2.Teorem. Her x ∈ Ω# !ç!n 1 < min
8∈1>

𝑞(𝑥) < min
8∈1>

𝑝(𝑥) < max
8∈1>

𝑞(𝑥), max
8∈1>

𝑝(𝑥) < 𝑁 ve 

q(x) < p⋆(x) olsun. Bu takt!rde (4.1.1) denklem!n!n her λ ∈ (0, λ⋆) !ç!n b!r λ⋆ > 0 

özdeğer! (dolayısıyla b!r zayıf çözümü) vardır. 

Bu bölümde (4.1.1) denklem!n!n zayıf çözümünün varlığını göstermek !ç!n bu denkleme 

karşılık gelen enerj! fonks!yonel!n! her λ > 0 !ç!n J6:W'
(,!(#)(Ω) → ℝ olmak üzere 

                           J6(u) = ∫ (
7(8)

|∇u|7(8)1 dx − λ∫ (
9(8)

|u|9(8)1 dx								                 (4.1.3) 

şekl!nde tanımlanır. D!ğer taraftan J6 enerj! fonks!yonel!n!n Gateux türev! vardır ve J6 ∈

C((W'
(,!(#)(Ω), ℝ) olup, türev! de her u,v∈ W'

(,!(#)(Ω) !ç!n   

                      ⟨J6? (u), v⟩ = ∫  1 p∇u|
!(#).,∇u∇vdx − λ∫  1 pu|

/(#).,uvdx						              (4.1.4) 
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şekl!nded!r. Böylece (4.1.1) denklem!n!n zayıf çözümler! J6 fonks!yonel!n!n kr!t!k 

noktalan !le çakışır. Eğer böyle b!r aş!kar olmayan (nontr!v!al) zayıf çözüm varsa ona 

karşılık gelen λ, denklem!n b!r özdeğer! olur. 

4.1.3 Yardımcı Teorem. Herhang! b!r λ ∈ (0, λ∗) ve ∀ u∈ W'
(,!(#)(Ω)	!ç!n ∥ u ∥= ρ 

olmak üzere J6(u) ≥ a > 0 olacak sek!lde λ∗, ρ, a > 0 sayıları vardır. 

İspat. Her x ∈ Ω# !ç!n q(x) < p∗(x) olduğundan, W'
(,!(#)(Ω) uzayı L/(#)(Ω) !ç!ne sürekl! 

olarak gömülür. Dolayısıyla her u ∈ W'
(,!(#)(Ω) !ç!n  

                                                           ∥ u ∥/(#)≤ c( ∥ u ∥                                        (4.1.5) 

olacak şek!lde b!r c( > 0	poz!t!f reel sayısı vardır. Eğer ρ < (
A"

 olacak şek!lde b!r ρ ∈

(0,1) sayısı varsa, (4.1.5) bağıntısından dolayı ∥ u ∥= ρ olan her u∈ W'
(,!(#)(Ω) !ç!n ∥

u ∥/(#)< 1 yazılır. Ayrıca 2.2.2.Önerme den dolayı ∥ u ∥= ρ olan her u∈ W'
(,!(#)(Ω) !ç!n 

                                                      ∫  1 |u|
/(#)dx ≤∥ u ∥/(#)

/#                                      (4.1.6) 

olur. Eğer (4.1.5) ve (4.1.6) bağıntıları kullanılırsa ∥ u ∥= ρ olan her u∈ W'
(,!(#)(Ω) !ç!n 

                                                  ∫  1 |u|
/(#)dx ≤ c(

/# ∥ u ∥/#                                   (4.1.7) 

bulunur. Eğer enerj! fonks!yonel!n!n tanımı ve (4.1.7) eş!ts!zl!ğ! kullanılırsa, ∥ u ∥= ρ 

olan her u∈ W'
(,!(#)(Ω) !ç!n  

J6(u)	≥
1
p3
r  
1
  |∇u|!(#)dx −

λ
q.
r  
1
  |u|/(#)dx

	≥
1
p3

∥ u ∥!%−
λ
q.
c(
/# ∥ u ∥/#

	=
1
p3
ρ!% −

λ
q.
c(
/#ρ/#

	= ρ/# �
1
p3 ρ

!%./# −
λ
q. c(

/#�

 

elde ed!l!r. Yukarıdak! eş!ts!zl!ğ! kullanarak 
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                                                    	λ⋆ = B!
%#&#

,!%
⋅ /

#

A"
&#                                                  (4.1.8) 

sayısını tanımlarsak, herhang! b!r λ ∈ (0, λ⋆) ve ∥ u ∥= ρ olmak üzere u ∈ W'
(,!(#)(Ω) 

!ç!n J6(u) ≥ a > 0 olacak şek!lde b!r 	a = B!
%

,!%
> 0 sayısı vardır. Bu !se !spatı tamamlar. 

4.1.4 Yardımcı Teorem. Yeter!nce küçük küçük t > 0 !ç!n J6(tϕ) < 0 olacak şek!lde b!r 

ϕ ≥ 0, ϕ ≠ 0 ve ϕ ∈ W'
(,!(#)(Ω) fonks!yonu vardır. 

Kanıt: Denklemdek! üs fonks!yonları !ç!n min
#∈1>

q(x) < min
#∈1>

p(x) olduğu kabul ed!lm!şt!r. 

Buradan q. < p. olur. Keyf! ϵ' > 0 sayısı !ç!n q. + ϵ' < p.olur. Öte yandan q ∈ C(Ω#) 

olduğundan, tüm x ∈ Ω' !ç!n |q(x) − q.| < ϵ' olacak şek!lde b!r Ω' ⊂ Ω açık kümes! 

vardır. Böylece tüm tüm x ∈ Ω' !ç!n q(x) ≤ q. + ϵ' < p. elde ed!l!r. Ayrıca Ω 

kümes!nde 0 ≤ ϕ ≤ 1 ve her x ∈ Ω'���� !ç!n supp	(ϕ) ⊃ Ω' olacak şek!lde b!r ϕ ∈ C')(Ω) 

fonks!yonu ver!ls!n. Y!ne herhang! b!r t ∈ (0,1) !ç!n  

J6(tϕ)	= r  
1
 
t!(#)

p(x)
|∇ϕ|!(()dx − λr  

1
 
t/(#)

q(x)
|ϕ|/(#)dx

	≤
t!#

p.
r  
1
  |∇ϕ|!(#)dx −

λ
q3
r  
1
  t/(#)|ϕ|/(#)dx

	≤
t!#

p. r  1
  |∇ϕ|!(#)dx −

λ
q3r  

1*
  t/(#)|ϕ|/(#)dx

	≤
t!#

p.
r  
1
  |∇ϕ|!(#)dx −

λ ⋅ t/#3C*
q3

r  
1*
  |ϕ|/(#)dx.

 

eş!ts!zl!ğ! bulunur. Bu nedenle  

0 < δ < min�1,

λ ⋅ p.
q3 ∫  1*

  |ϕ|/(#)dx

∫  1   |∇ϕ|
!(#)dx

� 

olmak üzere t < δ
"

!##&##ϵ'	 !ç!n J6(tϕ) < 0 eş!tl!ğ! sağlanır. 

Son olarak ∫1  |∇ϕ|
!(D)dx > 0 dır. Gerçekten,  

r  
1*
|ϕ|E(#)dx ≤ r  

1
|ϕ|⟨#)dx ≤ r  

1
|ϕ|/#dx. 
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olduğu görülür. D!ğer taraftan, W'
(,!(()(Ω) uzayı sürekl! olarak L/#(Ω) uzayına !ç!ne 

gömülü olduğundan, ∥ ϕ ∥/(#)≤ c, ∥ ϕ ∥ olacak şek!lde b!r c, > 0 poz!t!f sab!t! vardır. 

Son !k! eş!ts!zl!kten ∥ ϕ ∥> 0 ve ∫  1 |∇ϕ|
!(#)dx > 0 elde ed!l!r. 

4.1.2.TeoremEnEn İspatı.  B!r λ∗ > 0 sayısını (4.1.8) dek! seç!ls!n ve λ ∈ (0, λ∗) olsun. 

Y!ne 4.1.3 Yardımcı Teorem den dolayı, W'
(,!(()(Ω) uzayında tanımlı, ρ yarıçaplı ve 0 

merkezl! BB(0) yuvarın sınırında inf
GH!(')

 J6 > 0 yazılır. Öte yandan, 4.1.4 Yardımcı 

Teoremden dolayı, yeter!nce küçük küçük t > 0 !ç!n J6(tϕ) < 0 olacak şek!lde b!r ϕ ∈

W'
(,!(#)(Ω) fonks!yonu vardır. Böylece, her u ∈ BB(0) !ç!n 

J6(u) ≥
1
p3 ∥ u ∥

!%−
λ
q. c(

/# ∥ u ∥I# 

ve  

−∞ < c:= inf
H!(')

J6 < 0 

elde ed!l!r.  

B!r 0 < ϵ < 	infGH!(')  J6 − infH!(')  J6 sayısı ver!ls!n. Bu takd!rde Ekeland varyasyonel 

!lkes! J6: B!(0) → ℝ fonks!yonel!ne uygulanırsa,  

J6(uJ) < inf
H!(')

J6 + ϵ, 

J6(uJ) < J6(u) + ϵ ⋅ ∥∥u − uJ∥∥, 	u ≠ uJ 

olacak şek!lde b!r uJ ∈ B!(0) fonks!yonu vardır. Y!ne  

J6(uJ) ≤ inf
H!(')

J6 + ϵ ≤ inf
H!(')

 J6 + ϵ < inf
GH!(')

 J6 

olduğundan dolayı uJ ∈ B!(0) sonucuna varılır. B!r I6: BB(0)�������� → ℝ fonks!yonunu 

I6(u) = J6(u) + ϵ. |u − uK| şekl!nde tanımlansın. Ayrıca uJ elemanı I6 fonks!yonunun 

b!r m!n!mum noktasıdır ve dolayısıyla t > 0 ve her v ∈ B((0) !ç!n  
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I6(uJ + t. v) − I6(uJ)
t ≥ 0 

olur. Y!ne yukarıdak! bağıntıdan  

J6(uJ + t. v) − J6(uJ)
t + ϵ ⋅ ∥v∥ ≥ 0 

yazılır. Eğer t → 0 !ç!n l!m!t alınırsa < J6?(uJ), v > +ϵ ⋅ ∥v∥	 > 0 ve ∥∥J6?(uJ)∥∥ ≤ ϵ 

(operatör norm) sonucuna ulaşılır. Böylece  

                                            J6(w-) → c ve J6? (w-) → 0                                           (4.1.8) 

olacak şek!lde b!r {w-} ⊂ BB(0) d!z!s! vardır. Dolayısıyla ∥∥w-∥∥ < ρ olup, {w-} d!z!s! 

W'
(,!(()(Ω) uzayında sınırlı olur. Ayrıca _W'

(,!(#)	(Ω), ∥⋅∥` uzayı yansımalı b!r Banach 

uzayı olduğundan dolayı {w-} d!z!s!n!n w ∈ W'
(,!(#)	(Ω) elemanına zayıf yakınsak b!r 

{w-} (aynı d!z!y! alındı) alt d!z!s! vardır. D!ğer taraftan her x ∈ Ω# !ç!n q(x) < p∗(x) 

olduğundan dolayı, W'
(,!(#)	(Ω) Sobolev uzayı L/(#)(Ω) uzayına sürekl! gömülme 

dönüşümü kompakt olduğundan dolayı {w-} d!z!s! L/(#)(Ω) uzayında w elemanına 

kuvvetl! yakınsar. Eğer Hölder eş!ts!zl!ğ! ve {w-} d!z!s!n!n kuvvetl! yakınsama özell!ğ! 

kullanılırsa,  

lim
-→)

r  
1
|w-|/(#).,w-(w- −w)dx = 0. 

D!ğer taraftan, (4.1.8) olması göz önüne alınırsa  

lim
-→)

 ⟨J6? (w-), w- −w⟩ = 0 

ve  

                          lim
-→)

 ∫  1 |∇w-|!(#).,∇w-∇(w- −w)dx = 0                                   (4.1.9) 

bulunur. Y!ne (4.1.9) ve {w-} d!z!s!n!n w ∈ W'
(,!(#)	(Ω) elemanına zayıf yakınsak 

olmaları da kullanılırsa, Fan ve Zhang (2003) çalışmasındak! Teorem 3.1 den dolayı {w-} 

d!z!s!n!n w ∈ W'
(,!(#)	(Ω) fonks!yonuna güçlü yakınsar. Böylece (4.1.8) bağıntısından  

J6(w) = c<0 ve J6? (w) = 0 
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olduğu görülür. Bu !se w fonks!yonunun (4.1.1) denklem!n!n aş!kar olmayan (nontr!v!al) 

(1.1) b!r zayıf çözümü ve herhang! b!r λ ∈ (0, λ∗) değer!n!n de problem!n b!r özdeğer! 

olduğu sonucuna ulaşılır.  

4.2. Doğrusal Olmayan BEr 𝐩(𝐱)-LaplacEan OptEmal Kontol ProblemE 

Kogut ve Tkachenko (2016) yapmış oldukları çalışmalarında (4.2.1) doğrusal olmayan, 

ell!pt!c p(x)-Laplac!an b!r D!r!chlet opt!mal kontrol sınır değer problem!n! ele almışlar 

ve kabul ed!leb!l!r kümeler (adm!ss!ble sets) üzer!nde M!nty anlamında en azından b!r 

çözümünün var olduğunu !spatlanmıştır. Ayrıca bu problem!n çözümü !ç!n gerekl! olan 

değ!şken üslü Lebesgue ve Sobolev uzayları !ç!n bazı temel tanımlar, teoremler ve 

sonuçlar ver!lm!şt!r. 

N ≥ 2 olmak üzere ℝ𝑁 kümes!n!n açık, sınırlı ve bağlantılı b!r Ω alt kümes! ve yeter!nce 

düzgün Ω kümes!n!n sınırı ∂Ω ver!ls!n. Y!ne hemen hemen her x ∈ Ω !ç!n 1 < α ≤

p(x) ≤ β < +∞, f ∈ L)(Ω)*, pM ∈ L,(Ω) ve yM ∈ LN(Ω) olsun. Ayrıca |. | !fades! ℝ𝑁 de 

Ökl!d normunu göstermekted!r. B!r D!r!chlet p(x)-Laplac!an sınır değer problem!                               

																							�− divD|∇y|
!(#).,∇yF = −divf, x ∈ Ω,

y = 0, 	x ∈ ∂Ω,
                                                       (4.2.1) 

ve p(x) değ!şken üs kontrol fonks!yonu !ç!n kabul ed!leb!l!r küme (adm!ss!sble set) 

p(x) ∈ ℘OM = {p ∈ L,(Ω): h. h. h.		x ∈ Ω	için	1 < α ≤ p(x) ≤ β < +∞}               (4.2.2) 

kısıtlarına karşılık gelen Opt!mal Kontrol Problem (OCP) 

M!n!m!ze �J(p, y) = ∫ |y(x) − yM|Ndx1 + γ∫ |∇y|!(#)dx1 + ∫ |p(x) − pM|,dx1 �	(4.2.3) 

şekl!nded!r. Y!ne l!teratürde (4.2.1)-(4.2.2)-(4.2.3) opt!mal kontrol problem!n!n 

çözümler!n!n varlığı !le !lg!l! açık sorular vardır. Benzer t!pte s!stemler !ç!n sınır opt!mal 

kontrol problemler! !le !lg!l! l!teratürde çok az çalışma vardır (Hömberg ve arkadaşları 

(2010), Hrynk!v (2009)). Bunun b!rçok sebeb! aşağıda bel!rt!lm!şt!r: 

(!) (4.2.1)-(4.2.2)-(4.2.3) problem!n!n kabul ed!leb!l!r çözümler kümes!n!n, karşılık gelen 

fonks!yonel uzayda zayıf b!r şek!lde kapalı olup olmadığı b!l!nmemekted!r;  
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(!!) (4.2.1) sınır değer problem!n!n zayıf çözümler! (M!nty anlamında) !ç!n önceden 

bel!rlenm!ş tahm!n! yoktur; 

(!!!) (4.2.3) mal!yet (cost funct!onal) fonks!yonel!ne göre en aza !nd!rgeme d!z!s!n!n 

as!mptot!k davranışı genel olarak bel!rs!zd!r.  

(4.2.1)-(4.2.2)-(4.2.3) opt!m!zasyon problem!n!n bu ve d!ğer karakter!st!k özell!kler!n! 

daha açık b!r şek!lde görmek !ç!n, değ!şken üslü doğrusal olmayan el!pt!k problemler !ç!n 

!y! b!l!nen çözüm kavramları tanıtılacak ve (4.2.1) denklem!n!n nasıl yorumlanab!leceğ!n! 

tartışılacaktır. Başlangıç olarak, eğer üs p sab!tse, o zaman (4.2.1) D!r!chlet sınır değer! 

problem! W'
(,!	(Ω) klas!k Sobolev uzayında !y! konumlandırılmıştır. Değ!şken ölçüleb!l!r 

üs !ç!n, bu problem!n çözümü 

W'
(,!(#)	(Ω):={	u ∈ W'

(,(	(Ω) | |∇u| ∈ L!(#)(Ω) veya ∫ |∇y|!(#)dx1 < +∞} 

 

Sobolev-Orl!cz uzayında aranır ve bu uzayın üzer!nde u ∈ W'
(,!(#)	(Ω) olmak üzere 

∥ u ∥P*
",!(()	(1)=∥ ∇u ∥2!(⋅)(1)- 

normu vardır.  

Burada, L!(⋅)(Ω)* uzayı, tüm ölçüleb!l!r, vektör değerl! ve  

ρ!(#)(f) = r  
1
|f|!(#)dx < ∞ 

koşulunu sağlayan f: Ω → ℝ*fonks!yonların denkl!k sınıflarının vektör uzayıdır ve bu 

uzaya değ!şken üslü Lebesgue uzayı den!r. Ayrıca f ∈ L!(⋅)(Ω)* olmak üzere  

∥ f ∥2!(⋅)(1)-= inf{λ > 0: ∫ pλ−1fp!(#)dx1 ≤ 1}  

!le tanımlı ∥. ∥2!(⋅)(1)- fonks!yonu L!(⋅)(Ω)* üzer!nde b!r normdur (Luxemburg norm) ve 

bu norma göre b!r Banach uzayıdır.  

Klas!k Sobolev uzaylarının aks!ne, düzgün fonks!yonların W = W'
(,!(#)	(Ω) uzayında 

genel olarak yoğun olmadığı !y! b!l!nmekted!r. Dolayısıyla, değ!şken üs p = p(x) (1 <

α ≤ p(x) ≤ β < +∞) !le aşağıda tanımlanan W'
(,!(#)(Ω) uzayında C')(Ω) test 
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fonks!yonlar uzayının kapanışı olan H = H'
(,!(#)	(Ω) b!r Sobolev uzayı 

!l!şk!lend!r!lm!şt!r.  

Her zaman W = H özdeşl!ğ! geçerl! olmadığından, eğer C')(Ω) kümes! W'
(,!(#)(Ω) 

uzayında yoğunsa p(x) üssünün düzenl! (regular) olduğu ortaya çıkar.  

 

4.2.1.Tanım. B!r y ∈ W'
(,!(#)(Ω) fonks!yonu  

                                    ∫ |∇y|!(#).,(∇y, ∇φ)dx1 = ∫ (f, ∇φ)dx1                           (4.2.4) 

!ntegral özdeşl!ğ!n! her φ ∈ C')(Ω) fonks!yonu !ç!n sağlarsa, bu y fonks!yonuna (4.2.1) 

sınır değer problem!n!n b!r zayıf çözümü den!r. 

Burada (. , . ) sembolü ℝ𝑁 de skaler çarpımı tems!l etmekted!r. Ayrıca C')(Ω) kümes!n!n 

W'
(,!(#)(Ω) uzayında yoğunluğunu bazı düzens!z (!rregular) değ!şken p(x) üsler !ç!n 

kaybedeb!leceğ!m!zden, (4.2.1) problem!n!n zayıf b!r çözümünün genel olarak tek 

olmadığı sonucu çıkar. Dahası, Zh!kov (2009), tüm zayıf çözümler!n kümes! 

(𝒜u, v) = rD|∇u|!(#).,∇u, ∇φFdx
1

, ∀u ∈ W'
(,!(#)(Ω) 

eş!tl!ğ!yle ver!len 𝒜:W'
(,!(#)(Ω) → _W'

(,!(#)(Ω)`
∗
 operatörüne rağmen zorunlu olarak 

dışbükey değ!ld!r. Bu kümen!n W'
(,!(#)(Ω) uzayında zayıf kapalı olup olmadığı sorusu 

açık kalmaktadır. Aynı zamanda, aşağıdak! sonuç b!l!nmekted!r.  

 

4.2.2.Teorem (ZhEkov, V. V., 2011). Eğer Ω ⊂ ℝ* bölges! yeter!nce düzgün ve (4.2.2) 

dek! β sab!t!  

		�β <
α(N − 1)
N − 1 − α , α < N − 1,

β < +∞, 	α ≥ N − 1,
 

eş!ts!zl!ğ!n! sağlarsa, (4.2.1) D!r!chlect problem! aşağıdak!  

                                                ∫ |∇y|!(#)dx1 ≤ ∫ (f, ∇y)ℝ- 	1 dx	                               (4.2.5) 
enerj! eş!ts!zl!ğ!n! sağlayan b!r y ∈ W'

(,!(#)(Ω) zayıf çözümü vardır. 

 

4.2.3.Açıklama.  4.2.2.Teorem!n!n !spatının ana f!kr!, D!r!chlet problem! (4.2.1) !ç!n bazı 

zayıf çözümler!n, p = p(x) üssünün C(-düzenlemes! veya 𝒜 operatörünün ε∆T-

Laplasyan !le pertürbasyonu kullanılarak b!r tür yaklaştırılması yoluyla elde ed!leb!leceğ! 

gerçeğ!ne dayanmaktadır. Burada, y ∈ W'
(,!(#)(Ω) zayıf b!r çözümün elde ed!leb!l!rl!ğ! 
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!le, yJ daha düzenl!' sınır değer problemler!n!n çözümler! olan ve yJ → y n!n uygun b!r 

topoloj!de ε sıfıra yaklaştığı b!r {yJ}JU' d!z!s!n!n varlığını kasted!yoruz. Ancak, enerj! 

eş!ts!zl!ğ!n!n (4.2.5) bazı düzens!z değ!şken üsler p(x) !ç!n kes!n olab!lmes! neden!yle, 

D!r!chlet problem! (4.2.1) !ç!n her zayıf çözümün bu şek!lde elde ed!l!p ed!lemeyeceğ! 

b!l!nmemekted!r.  

Bunu !ç!n p(x) b!r üs ve V kümes!, H !le W arasında keyf! b!r ara uzay, yan! H ⊆ V ⊆ W 

olsun.  

 

4.2.4.Tanım. B!r y ∈ V fonks!yonu !ç!n, !ntegral özdeşl!ğ! (4.2.4) her φ ∈ V !ç!n geçerl! 

!se bu y fonks!yonu (4.2.1) problem!n!n b!r V çözümü veya φ -varyasyonel çözümüdür. 

Doğrusal olmayan 𝒜:W'
(,!(#)(Ω) → _W'

(,!(#)(Ω)`
∗
 operatörünün kes!n (str!ct) 

monotonluğunu kullanarak, b!r V çözümünün var olduğunu ve tek olduğunu göstermek 

kolaydır. Dahası, V çözümler durumunda, (4.2.4) dek! test fonks!yonu φ çözüme eş!t 

alınab!ld!ğ!nden, bu b!z!  

                                                ∫ |∇y|!(#)dx1 = ∫ (f, ∇y)dx1                                  (4.2.6) 

enerj! eş!tl!ğ!ne götürür 

 

4.2.5.Teorem. V kümes!, H !le W arasında keyf! b!r ara uzay olsun. O zaman  

herhang! b!r f ∈ (L)(Ω))* !ç!n, (4.2.1) sınır değer! problem!n!n tek b!r V-çözümü vardır 

ve bu çözüm (4.2.6) enerj! eş!tl!ğ!n! sağlar. 

Bunun ters! de doğrudur. 

 

4.2.6.Önerme. 4.2.1.Tanım anlamında zayıf b!r çözüm, ancak ve ancak enerj! eş!tl!ğ! 

(4.2.6) geçerl!yse varyasyoneld!r. 

Gerçekten de, bu durumda V kümes!n! C')(Ω) ve çözümün kend!s!n! !çeren en küçük 

kapalı alt uzay olarak alınır. Eğer V = H alınırsa, H-çözümlerden bahsed!l!r.  (4.2.1) !ç!n 

zayıf b!r çözümün başka b!r tanımı aşağıdak! g!b! !fade ed!leb!l!r.  

 

4.2.7.Tanım. B!r y ∈ W'
(,!(#)(Ω) fonks!yonu  

                       ∫ |∇y|!(#).,(∇φ, ∇φ − ∇y)dx1 ≥ ∫ (f, ∇φ − ∇y)dx1                     (4.2.7) 

!ntegral özdeşl!ğ!n! her φ ∈ W'
(,!(#)(Ω) fonks!yonu !ç!n sağlarsa, bu y fonks!yonuna 

(4.2.1) sınır değer problem!n!n M!nty anlamında b!r zayıf çözümü den!r.  
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Bu tanımdan, M!nty anlamında zayıf çözümler kümes!n!n dışbükey ve kapalı olduğu 

sonucu çıkar. Ancak, 4.2.1. ve 4.2.7. Tanımları arasındak! !l!şk!ler, genel b!r üs p(x) ∈

℘OM !ç!n oldukça karmaşıktır. En azından, M!nty'n!n zayıf çözümler!n!n her b!r!n!n 

!ntegral özdeşl!ğ!n! (4.2.4) sağladığını veya tam ters!n! !dd!a edemey!z. Ş!md!, zayıf 

çözümler!n üç kavramının çakışmadan önce ver!ld!ğ! durumu açıklıyoruz. Sonuç olarak, 

opt!mal kontrol problem! (4.2.1)-(4.2.2)-(4.2.3) varyasyonel formülasyonu farklı 

b!ç!mlerde !fade ed!leb!l!r ve bu, !lg!l! çözüm kümes!n!n seç!m!ne bağlıdır. Bu nedenle, 

(4.2.1)-(4.2.2)-(4.2.3) problem! !ç!n kabul ed!leb!l!r ç!ftler!n aşağıdak! kümeler!n! 

bel!rt!yoruz: 

𝓩𝐰:={	(p, y) ∈ ℘OM ×W'
(,!(#)(Ω)| y ve p, (4.2.4) eş!tl!ğ!ne a!tt!r, φ ∈ C')(Ω)}     (4.2.8) 

𝓩𝐕:={	(p, y) ∈ ℘OM × V| H'
(,!(#)	(Ω) ⊆ V ⊆ W'

(,!(#)(Ω), y ve p, (4.2.4) eş!tl!ğ!ne a!tt!r, 

φ ∈ V}     (4.2.9)   

𝓩𝐌:={	(p, y) ∈ ℘OM ×W'
(,!(#)(Ω)| y ve p, (4.2.7) eş!tl!ğ!ne a!tt!r, φ ∈ C')(Ω)} (4.2.10).  

 

Ancak, Lavrent!eff etk!s! neden!yle, !lg!l!  

                         〈 inf
(!,Y)∈𝒵.

J(p, y)〉, 〈 inf
(!,Y)∈𝒵/

J(p, y)〉 ve 〈 inf
(!,Y)∈𝒵0

J(p, y)〉                (4.2.11) 

m!n!m!zasyon problemler!n!n genel olarak esasen farklı olması mümkündür. Özell!kle, 

(4.2.11) problemler!n!n opt!mal ç!ftler!n!n de farklı olab!leceğ! anlamına gel!r.  

Bu nedenle, bu bölümde cevaplayacağımız temel soru, kabul ed!leb!l!r çözümler 

kümes!n!n farklı seç!mler!ne göre opt!mal kontrol problem! (1.1)-(1.4)'ün 

çözüleb!l!rl!ğ!d!r. Yazarların b!lg!s! dah!l!nde, (4.2.1)-(4.2.2)-(4.2.3) problemler! !ç!n 

opt!mal ç!ftler!n varlığı l!teratürde !ncelenmem!şt!r. 

 

4.3. OrlEcz ve Sobolev ÜzerEne Ön BElgEler – OrlEcz Uzayları 

Öncel!kle, L!(⋅)(Ω)* uzayının hem  

                         ∥ f ∥2!(⋅)(1)-= inf{λ > 0: ∫ pλ−1fp!(#)dx1 ≤ 1}                           (4.3.1) 

Luxemburg normuna hem de p?(x) = !(#)
!(#).(

 (eşlen!k üs fonks!yonu) olmak üzere 

                         ∥ f ∥[!(⋅)(1)-= sup¦∫ (f, g)1  dx: ∫ |g|!
1(#)

1  dx ≤ 1©                     (4.3.2) 

Orl!cz normuna göre yansımalı ve ayrılab!l!r b!r Banach uzayıdır.  
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Eğer (4.2.2) göz önüne alınırsa, h. h. h.		x ∈ Ω	için	 1 ≤ T
T.(

= β? 	≤ p?(x) ≤ N
N.(

=α? 

eş!ts!zl!ğ! elde ed!l!r. 

 

4.3.1.Önerme (Kogut ve Tkachenko (2016)). Eğer ρ!(#)(f) > 0 !se (4.3.1) dek9 en düşük 

değer (9nf9mum) elde ed9l9r. Ayrıca λ∗ =∥ f ∥Lp(⋅)(Ω)N> 0 !se ρ!(#)Dλ−1fF = 1 elde ed!l!r. 

 

4.3.2.Önerme (Kogut ve Tkachenko (2016)). Eğer f ∈ L!(⋅)(Ω)* ve g ∈ L!1(⋅)(Ω)* !se 

(f, g) ∈ L((Ω) ve  

r(f, g)
1

 dx ≤ 2 ∥ f ∥2!(⋅)(1)-∥ g ∥2!1(⋅)(1)- 

Hölder eş!ts!zl!ğ! sağlanır. 

 

4.3.3.Önerme (Kogut ve Tkachenko (2016)). Aşağıdak! yaklaşımlar L!(⋅)(Ω)* 

uzayında geçerl!d!r: 

1) Her f ∈ L!(⋅)(Ω)* !ç!n ∥ f ∥24(1)-≤ (1 + |Ω|)
"
4 ∥ f ∥2!(⋅)(1)-.                           (4.3.3) 

2) Her f ∈ LT(Ω)* !ç!n ∥ f ∥2!(⋅)(1)-≤ (1 + |Ω|)
"
51	 ∥ f ∥25(1)-.                                    (4.3.4) 

 

Daha !ler! anal!z!m!z !ç!n aşağıdak! sonuçlardan yararlanacağız. 

 

4.3.4. Yardımcı Önerme (ZhEkov (2011)). Eğer b!r {f^}^∈ℕ d!z!s! L!(⋅)(Ω)* uzayında 

sınırlı ve f^ ⇀ f zayıf yakınsaması k → ∞ !ç!n LN(Ω)* uzayında varsa, bu takd!rde her 

φ ∈ L!1(⋅)(Ω)* !ç!n  

lim
^→)

 r  
1
(f^, φ)dx = r  

1
(f, φ)dx 

l!m!t! gerçekleş!r, yan! {f^}^∈ℕ d!z!s! L!(⋅)(Ω)* uzayında f fonks!yonuna zayıf yakınsar. 
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4.3.5. Yardımcı Önerme (Fan ve Zhao (2001)). k = 1,2, , … !ç!n  f, f^ϵL!(⋅)(Ω)* olsun. 

Bu takt!rde aşağıdak! !fadeler b!rb!r!ne denkt!r: 

(!) lim
^→)

  ∥ f^ − f ∥2!(⋅)(1)-= 0; 

(!!) lim
^→)

 ∫  1 |f^ − f|
!(#)dx = 0; 

(!!!) Ω kümes!ndek! her noktada {f^}^∈ℕ d!z!s! f fonks!yonuna ölçüm !ç!nde yakınsar ve  

lim
^→)

 r  
1
|f^|!(#)dx = lim

^→)
 r  
1
|f|!(#)dx 

l!m!t! elde ed!l!r. 

 

Bu alt bölümün sonunda, !ler!de faydalı olacak b!rkaç sonucu verel!m. 

 

4.3.6.Önerme (Kogut ve Tkachenko (2016)). p(x) ∈ ℘OM ve y(. ) ∈ W'
(,!(#)(Ω) 

fonks!yonları ver!ls!n. Y!ne ℱ(φ) = F(φ) = |∇φ|!(#).,(∇φ, ∇φ − ∇y) !le ver!len ℱ 

dönüşümü W'
(,!(#)(Ω) uzayından L((Ω) uzayına tanımlıdır. 

 

4.3.7.Önerme (Kogut ve Tkachenko (2016)). ℱ:W'
(,!(#)(Ω) → L((Ω) dönüşümü 

sürekl!d!r. 

 

4.4. Kabul EdElebElEr Çözüm KümelerEnEn Bazı Yardımcı Sonuçları ve ÖzellEklerE 

İy! b!l!nen sonuçlar neden!yle (örneğ!n, Zh!kov, V. V. 2010'ye bakınız), sonsuz sayıda 

zayıf çözüme !z!n veren (4.2.1) sınır değer problem!ne karşılık gelen p(x) ∈ ℘OM kabul 

ed!leb!l!r kontrol olarak göster!leb!l!r. Dolayısıyla, (4.2.8)-(4.2.9)-(4.2.10)'da tanımlanan 

kabul ed!leb!l!r çözümler kümeler! 𝓩𝐰, 𝓩𝐕 ve 𝓩𝐌'n!n genel olarak büyük ölçüde farklı 

özell!klere sah!p olmasını beklemek makuldür. 

 Bu bölüme, 𝓩𝐰, 𝓩𝐕 ve 𝓩𝐌 kümeler!n!n OCP (4.2.1)-(4.2.2)-(4.2.3) e göre aynı kabul 

ed!leb!l!r ç!ft koleks!yonunu tanımladığı durumla başlıyoruz. 
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4.4.1.Önerme (Kogut ve Tkachenko (2016)). Eğer kabul ed!leb!l!r kontrol kümes! olan 

℘OM n!n her x, y ∈ Ω !ç!n  

(!) |x − y| ≤ (
,
, 

(!!) 1 < α ≤ p(x) ≤ β, w(t) = ^*
`-	(a#")

, 

(!!!) |p(x) − p(y)| ≤ w(|x − y|)  

koşullarını sağladığını kabul edel!m. Bu takt!rde 𝓩𝐰, 𝓩𝐕 ve 𝓩𝐌 kümeler! çakışır. 

 

4.4.2.Tanım (Kogut ve Tkachenko (2016)). İk! kısıtlı en aza !nd!rme problemler!  

                                  〈 inf
(!,Y)∈𝒵.

J(p, y)〉 ve 〈 inf
(!,Y)∈𝒵/

J(p, y)〉                                      (4.4.1) 

arasında b!r boşluk varsa, yan! 

                        J(p°', y°') = inf
(!,Y)∈𝒵.

J(p, y) < inf
(!,Y)∈𝒵/

J(p, y) = J(p±', y±')              (4.4.2) 

olacak şek!lde (p°', y°') ∈ 𝒵b ve (p±', y±') ∈ 𝒵c !k! ç!ft varsa Lavrent!ev olgusu OCP 

(4.2.1)-(4.2.2)-(4.2.3) problem!n!n doğasında vardır.  

 

(4.4.1) problemler!n!n çözümler!n!n, genel olarak, Lavrent!ev etk!s!n!n de dah!l ed!lmes! 

koşuluyla, düzgünlük anlamında farklı olduğunu bel!rtmek !lg!nçt!r. Özell!kle, opt!mal 

durum y°', V uzayına ve dolayısıyla H'
(,!(#)	(Ω)'a a!t olamaz. Bu nedenle, 𝓩𝐰, 𝓩𝐕 ve 𝓩𝐌 

kümeler!n!n !ler!de faydalı olacak b!rkaç karakter!st!k özell!ğ!n! bel!rteb!l!r!z.  

 

4.4.3. Önerme (Kogut ve Tkachenko (2016)). Kabul ed!leb!l!r kontrol kümes! olan ℘OM 

!ç!n aşğıdak! özell!kler sağlanır: 

(!) 𝒵c ⊂ 𝒵b, ve 𝒵c ⊂ 𝒵d kapasama özell!kler! vardır; 

(!!) 𝒵b, 𝒵c ve 𝒵d kümeler! boştan farklıdır; 

(!!!) 𝒵d kümes! y ye göre konveksd!r; 

(!v) Eğer {(p^, y^)}^∈ℕ ⊂ 𝒵d ç!ftler d!z!s! h.h.h. x ∈ Ω !ç!n p^(x) → p(x), W'
(,N(Ω) 

uzayında k → ∞ !ç!n y^ ⇀ y zayıf yakınsaması ve y ∈ W'
(,!(#)(Ω) özell!kler!n!n sağlarsa, 

(p, y) ∈ 𝒵d olur. 
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4.4.4.Önerme (Kogut ve Tkachenko (2016)). Kabul ed!leb!l!r kontrol kümes! olan ℘OM 

(4.2.2) dek! d!b! ver!ls!n. Bu takt!rde ∅ ≠ 𝒵c ⊂ 𝒵d, ve 𝒵d ∖ 𝒵c ≠ ∅ kapsama özell!kler! 

sağlanır. 

 

Bu bölümün sonunda 𝒵b, 𝒵c ve 𝒵d arasındak! !l!şk!n!n genel olarak çok karmaşık b!r 

problem olduğunu bel!rtmekte fayda var. Özell!kle, 𝒵c ⊂ 𝒵d olup olmadığı veya tam 

ters! b!l!nmemekted!r. (p, y) ∈ 𝒵d !se ve bu ç!ft (4.2.6) enerj! eş!tl!ğ!yle !l!şk!l!yse, 

(p, y) ∈ 𝒵c olduğunu b!le !dd!a edemey!z. Ayrıca, 𝒵b kümes!n!n kompaktlık, kapalılık 

vb. g!b! standart topoloj!k özell!kler! hakkında da açık b!r soru bulunmaktadır. Dahası, 

[Zh!kov, V. V. (2009), s. 107-112]'de göster!ld!ğ! g!b!, 𝒵b kümes! genel olarak dışbükey 

değ!ld!r. Dolayısıyla, klas!k monoton problemlerde tek olmamanın mümkün olduğu 

standart durumun aks!ne, bu durum genell!kle karşılık gelen operatörün kes!n 

dışbükeyl!ğ!n!n eks!kl!ğ!nden kaynaklanırken, çözüm kümes! dışbükey ve kapalıdır. 

(4.2.1) sınır değer problem! durumunda, karşılık gelen 𝒜:W'
(,!e(#)(Ω) → _W'

(,!e(#)(Ω)`
∗
 

operatörü kes!nl!kle monotondur. Dolayısıyla, tek ve dış bükeyl!k olmama tamamen farklı 

n!tel!kted!r. 

 

4.5. OptEmal Kontrol ProblemEnEn ÇözülebElErlEğE ÜzerEne 

4.5.1.Tanım. B"r BV(Ω) kümes" L&(Ω) dak" 

∥ p ∥Hc(1)=∥ p ∥L1(1)+ ∫ |Dp|1   

               =∥ p ∥L1(1)+ sup �∫ pdivφdx1 : φ ∈ C'((Ω;ℝ*), |φ(x)| ≤ 1, x ∈ Ω� < ∞ 

koşulunu sağlayan fonks"yonların uzayı olarak tanımlanır. 

Ş!md! D!r!chlet p(x)-Laplac!an sınır değer problem!                               

																							�− divD|∇y|
!(#).,∇yF = −divf, x ∈ Ω,

y = 0, 	x ∈ ∂Ω,
                                                       (4.5.1) 

ve p(x) değ!şken üs kontrol fonks!yonu !ç!n kabul ed!leb!l!r küme (adm!ss!sble set) 

p(x) ∈ ℘µOM = {p ∈ BV(Ω): h. h. h.		x ∈ Ω	için	1 < α ≤ p(x) ≤ β < +∞}              (4.5.2) 

kısıtlarına karşılık gelen Opt!mal Kontrol Problem (OCP) 
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M!n!m!ze  

�J(p, y) = ∫ |y(x) − yM|Ndx1 + γ∫ |∇y|!(#)dx1 + ∫ |p(x) − pM|,dx1 + ∫ |Dp|1 �   

(4.5.3) 

opt!mal kontrol problem!n!n çözümünü tartışıyoruz. 

Ş!md! (4.5.1)- (4.5.2)- (4.5.3) OCP problem!ne karşılık gelen kabul ed!leb!l!r çözümler!n 

kümes!  

𝒵¶d = {	(p, y) ∈ ℘µOM ×W'
(,!(#)(Ω)|	y	ve	p, (4.2.7)	eşitliğine	aittir, φ ∈ C')(Ω)} (4.5.4) 

tanımlayalım. Ayrıca her (p,y)∈	𝒵¶d "ç"n 𝐽(𝑝,𝑦)<∞ olduğu hemen görülür. 

 

4.5.2. Yardımcı Önerme (Kogut ve Tkachenko (2016)). Eğer {p^}^∈ℕ ⊂ ℘µOM ve 

�y^ϵW'
(,!(#)(Ω)�

^∈ℕ
 d"z"ler" sırasıyla BV(Ω) uzayında p^(x)

∗
→ p(x) ve W'

(,N(Ω) uzayında 

k → ∞ !ç!n y^ ⇀ y olsun. Bu takt!rde 

liminf
^→)

r |∇y^|!7(#)dx
1

≥ r |∇y|!(#)dx
1

 

l"m"t" vardır. 

 

4.5.3. Teorem (Kogut ve Tkachenko (2016)). Eğer pM ∈ L2(Ω), yM ∈ Lα(Ω) ve f ∈ L)(Ω)* 

olsun. Bu takt"rde (4.5.1)-(4.5.2)-(4.5.3) (OCP) opt"mal kontrol problem"n"n M"nty 

anlamında en azından b"r zayıf çözümü vardır. 
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER  

Bu tez çalışmasının büyük b!r kısmını oluşturan  L!(#)(Ω) değ!şken üslü Lebesgue ve 

W'
(,!(#)	(Ω) Sobolev uzaylarının ağırlık fonks!yonu yardımıyla daha genel durumları 

tanımlanarak, temel özell!kler! !nceleneb!l!r. Ayrıca ağırlıklı, homojen ve doğrusal 

olmayan p(x)-Laplac!an (D!r!chlect) denklemler!n!n zayıf çözümler! varyasyonel 

yöntemler yardımıyla araştırab!l!r.D!ğer taraftan ağırlıklı (4.2.1)-(4.2.2)-(4.2.3) opt!mal 

kontrol problem! ve kısıtları yen!den ver!lerek, problem!n opt!mal çözümler! 

!nceleneb!l!r. 
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