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ETiK BEYANI
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bu tezde sundugum calismanin 6zgiin oldugunu, bildirir, aksi bir durumda aleyhime

dogabilecek tiim hak kayiplarii kabullendigimi beyan ederim.
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OZET

YUKSEK LiSANS TEZIi

BAZI DEGISKEN USLU DOGRUSAL OLMAYAN KISMi DIFERANSIYEL
DENKLEMLERIN COZUMLERI VE OPTIMAL KONTROL PROBLEMLERI

EMRE AYDIN

SINOP UNIVERSITESI LISANSUSTU EGITIM ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

DANISMAN:PROF. DR. iSMAIL AYDIN

Bu tez calismas: ii¢ temel kistmdan olusmaktadir. Ik boliim giris niteliginde olup, bu
boliimde degisken iislii Lebesgue uzaylarinin tarihgesi, maksimal operatoriin 6nemi, kullanim
alanlar1 ve p(x)-Lapalacian denklemleri ele alinmistir. Tezde kullanilan temel bilgiler ikinci
boliimde verilmistir. Bulgular béliimiiniin birinci kismida LP® (Q) degisken iislii Lebesgue ve
W; P () Sobolev uzaylarmin tanimlar1 ve bazi temel 6zellikleri incelendi. Ayrica bulgular
kisminda homojen ve dogrusal olmayan p(x)-Laplacian (Dirichlect) denkleminin zayif

¢oziimleri ve bir optimal kontrol problem ele alinmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Degisken iislii Lebesgue ve Sobolev Uzaylari; Zayif Coziim,

p(x)- Laplacian operatdrii, Poincare esitsizligi
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ABSTRACT

MSC THESIS

THE SOLUTIONS OF SOME NONLINEAR VARIABLE EXPONENT
PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS AND OPTIMAL

CONTROL PROBLEMS

EMRE AYDIN

SINOP UNIVERSITY INSTITUTE OF GRADUATE PROGRAMS
DEPARTMENT OF MATHEMATICS

SUPERVISOR: PROF. DR. iSMAIL AYDIN

This thesis study consists of three basic parts. The first chapter is an introduction, and in this
chapter, the history of variable exponent Lebesgue spaces, the importance of the maximal
operator, its usage areas and p(x)-Lapalacian equations are discussed.The basic information used
in the thesis is given in the second chapter.In the first part of the findings section, definitions and
some basic properties of variable exponent Lebesgue LP®) () and Sobolev spaces WO1 P (9))
were given. Additionally, some weak solutions of the homogeneous and non-linear p(x)-
Lapalacian (Dirichlect) equation and optimal control problems were examined in the findings

section.

KEYWORDS: Variable exponent Lebesgue and Sobolev spaces; Weak Solution, p(x)-
Laplacian operator, Poincare inequality
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZiNi

RN : N-boyutlu reel Oklid uzay1

v : Gradient (vektor degerli kismi tlirev operatorii)
Q : Q bolgesinin kapanisi

o0Q : Q bdlgesinin siniri

LPX(Q) : Degisken iislii Lebesgue uzayi

WP ()  : Degisken iislii Sobolev uzay1
Wg ) () : Qnn sinirinda sifir degerini alan Sobolev uzay1

Coy (V) : Her mertebeden siirekli tiirevlenebilir kompakt destekli fonksiyonlarin

uzayi1 (test uzayi)
XoyY : X Uzaymin Y uzayina siirekli gdmiilmesi

XooyY : X uzayinin Y uzayima kompakt gdmiilmesi
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1. GIRIS

Literatiirde degisken iislii Sobolev uzaylarindaki en 6nemli ¢alisma Kovacik ve Rakosnik
(1991) tarafindan ele alinmistir. Bu ¢alismada en genel durumda degisken iislii Sobolev
uzaylarmin birgok temel 6zellikleri verildi. Yine Fan ve Zhao (2001) sinirli bolgede
Sobolev gomme teoremini ve C*(Q) uzaymin degisken {isli Sobolev uzayinda
yogunlugunu gostermistir.

Sobolev uzaylar, kismi diferansiyel denklemler, matematiksel fizik, diferansiyel
geometri ve daha bir¢ok c¢esitli matematiksel analizin teorisinin gelisiminde dnemli bir
rol oynar. Yine baglangi¢-deger ve sinir-deger problemlerinin ¢oziimiinde kullanilir.
Degisken iislii fonksiyon uzaylari, son yillarda, elastik mekanik, akigkanlar dinamigi ile
ilgili problemler iizerine ¢alisilmaktadir. Ruzicka (2000) katsayilar1 degisken biiyiime
oranli dogrusal olmayan sistem igceren elektroreolojik akiskanlar (EA) i¢cin matematiksel
model tlizerinde c¢alisti. EA etkisi, robot bilimi ve uzay teknolojisinde kullanilmakta ve
deneysel arastirmalar Nasa laboratuvarlarinda yapilmaktadir.

Sobolev uzaylart literatiirde ilk olarak Sobolev (1938) tarafindan tanimlanmistir. Sobolev,
yaptig1 calismalarda klasik Sobolev uzayi ile klasik Lebesgue uzay1 ve C™(RN) uzaylar
arasindaki gomiilme teoremlerini vermistir. Yine c¢ok degiskenli tiirevlenebilir
fonksiyonlar icin genel integral esitsizlikleri ispatlamis ve bunlar1 matematiksel fizigin
bir¢ok probleminde uygulamistir.

Degisken iislii Lebesgue uzaylar1 LP) (Q) ilk kez Orlicz (1931) tarafindan tanimlanmustr.
Orlicz uzaylarinin bir genellestirilmesi olan modiiler uzaylar diizenli olarak ilk kez
Nakano (1950), (1951) tarafindan ¢alisildi. Fakat buna ragmen Orlicz uzaylar1 kadar ilgi
gormedi. 1970 ve 1980'li yillarda, modiiler fonksiyon uzaylari, (Hudzik, 1976), (Hudzik,
1983), (Musielak, 1983) basta olmak iizere bircok matematik¢i tarafindan calisilmistir.
Ayrica, (Sharapudinov, 1979) calismasinda LPO(Q) uzay iizerindeki topoloji iizerine
bazi1 incelemeler yapilmistir.

Literatiirde degisken iislii Lebesgue uzaylarindaki en Onemli ¢alisma Kovacik ve
Rakosnik (1991) tarafindan ele alinmistir. Degisken {islii Lebesgue uzay1 olarak ifade
edilen uzaymin 6zel bir Orlicz-Musielak uzayr oldugu ve p(.) = p sabit alindiginda,
degisken iislii Lebesgue uzayinin, klasik Lebesgue uzayi olacagi c¢alismada yer alan
ozelliklerinden birkagidir. Degisken sl Lebesgue uzaylari ile klasik Lebesgue

uzaylarinin ortak birgok ozellikleri olmasina ragmen, 6telemeler altinda degismezligi,



otelemelerin siirekliligi ve girisim gibi baz1 6nemli 6zellikler uzayinda LPO) (Q) uzayinda
saglanmaz (Kovacik ve Rakosnik, 1991).

Q, RN kiimesinin smirli bir agik alt kiimesi olsun. Dogrusal kismi diferansiyel
denklemlerin temel teoreminde 6nemli bir sonu¢ H§(€2), yani L2(Q) de tanimli birinci
mertebeden sinirda sifir degerli Sobolev uzayi WO1 () uzayinda Laplace operatdriiniin

ayrik oldugunu ileri siirer. Daha agik bir sekilde ifade edersek,

{—Au =Au, Xxe(,
u=_0, xedQ

problemi smirsiz bir 6zdegerler 0 < Ay < A, < -+ < A, < --- dizisine sahiptir. dir. Bu
onemli sonug, Hilbert uzaylar1 iizerinde ki eslenik ve kompakt operatorlerin Riezs-
Fredholm teorisine dayanir.

Bir sabit olmayan siirekli p(.) fonksiyonu i¢in p(x)-Laplace opeartdrii Apyu:=
div(|Vu|p(X)_2Vu), seklinde tanimlanir. Bu diferansiyel operatér p>1 olmak {izere

Aju: = div(|Vu|P~2Vu) ile tanimli p-Laplace operatoriiniin bir dogal genellemesidir.

p
Ancak, p(x)-Laplace opeartdrii, sabit p-Laplace operatoriine gore daha ¢ok karmasik

dogrusal olmayan durumlar igerir.

Mihailescu ve Radulescu (2007) yapmis olduklari calismalarinda, Q ¢ RN(N > 3)
diizgilin sinirlara sahip siirli bir bolge, A > 0 bir reel say1, p ve q degisken fonksiyonlar

() lizerinde siirekli olmak tizere, homojen olmayan

{—div (IVu[P®=2Vu) = A|u|9®2y, x € Q,

1.1
u:O' XE(')Q, ( )

0zdeger probleminin zayif ¢oziimlerini Wg ) () uzayinda incelemislerdir. Bu
problemin 6zel bir durumu Fan, Zhang ve Zhao (2005) tarafindan p(x)=q(x) icin ele
alinmis ve kritik nokta teorisini kullanarak bir zayif ¢ézlimler dizisinin varligini ortaya
koymuslardir. Negatif olmayan tiim zayif ¢oziimlerin kiimesi A olmak iizere Fan, Zhang
ve Zhao, supA = +oo oldugunu gostermisler ve bazi kosullar altinda inf A > 0 oldugunu
belirtmislerdir. Eger p(x) = p = sabit olmasi durumunda p-Laplace operatérii, Ayu =
div(|Vu[P~2Vu), i¢in her zaman inf A > 0 oldugu biliniyor.

Optimal kontrol, dinamik sistemlerin belirli bir hedefe en verimli sekilde ulasmasini
saglamak icin gelistirilmis matematiksel bir yontemdir. Bu alan, miihendislik, ekonomi,
biyoloji ve bir¢ok diger disiplinlerde karmagik sistemlerin yonetimi ve optimizasyonu
icin kritik bir rol oynamaktadir. Kontrol teorisi, sistemin davranisini analiz ederken,

2



optimal kontrol, belirli bir performans 6l¢iitiine ulagsmak icin kontrol girdilerinin nasil
secilecegini belirler. Optimal kontroliin temel amaci, belirli bir zaman diliminde en iyi
coziimil, genellikle bir maliyet fonksiyonunu minimize etmek veya bir fayda
fonksiyonunu maksimize etmek seklinde formiile eder.

Optimal kontrol teorisi, 20. yiizyilin ortalarina dogru gelismeye baglamistir. Bu alandaki
ilk 6nemli gelismelerden biri, Richard Bellman’in 1950'lerde ortaya koydugu Dinamik
Programlama (Dynamic Programming, DP) yoOntemidir. Bellman’in dinamik
programlama yaklasimi, bir¢cok farkli kontrol kararmin birbirini takip ettigi dinamik
sistemler i¢cin ¢ozlimler tiretilmesine olanak saglamistir. Bu metodun yaninda, daha sonra
gelistirilmis olan Pontryagin’in Maksimum Prensibi (Pontryagin's Maximum Principle,
PMP) ve Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) denklemleri de optimal kontrol alaninda temel
araclar olmustur. Sonraki yillarda optimal kontrol teorisi, robotik, otomatik kontrol
sistemleri, enerji yonetimi, ulasim ve havacilik gibi bir¢ok endiistriyel uygulama alanina
adapte edilmistir. Bu alanlardaki gelismeler, yeni optimizasyon algoritmalarinin ve
modelleme tekniklerinin ortaya ¢ikmasini tegvik etmistir.

Optimal kontrol problemleri genellikle matematiksel modeller araciligiyla tanimlanir. Bu
modeller, bir kontrol sistemi ve bu sistemin dinamiklerini belirleyen diferansiyel
denklemler igerir. Bu denklemler dogrultusunda kontrol sinyalleri (6rnegin, hiz, gii¢ veya
yon) belirli bir maliyet fonksiyonunu minimize etmek amaciyla optimizasyon yoluyla
¢Oziiliir.

Dinamik programlama, optimal kontrol problemlerini ¢6zmek i¢in kullanilan giiglii bir
yontemdir. Bu yontem, problemi kiiciik alt problemlere ayirarak ¢6ziim bulmay1 hedefler.
Ancak, DP'nin hesaplama maliyeti ¢cok yliksek olabilecegi i¢in, uygulamalarda genellikle
daha verimli algoritmalar kullanilir. Optimal kontroliin uygulama alanlar1 ¢ok genistir.
Bu alanlardan bazilar1 sunlardir: Robotik ve Otonom Araglar: Optimal kontrol, robotlarin
cevresel faktorlere tepki vererek belirli gorevleri en verimli sekilde yerine getirmesini
saglar. Otonom araclar i¢in de yol alma, hiz kontrolii ve enerji verimliligi gibi unsurlar
optimal kontrol ile yonetilebilir.

Enerji Sistemleri: Enerji liretim ve dagitim sistemlerinde, enerji tiikketimi ve iiretimi
arasindaki dengeyi optimize etmek, siirdiiriilebilir enerji yonetimi agisindan kritik bir rol
oynar.

Havacilik ve Uzay: Roketlerin ve ugaklarin yolculuklar sirasinda optimal hiz, yon ve
yakit kullanimi gibi parametrelerin belirlenmesi i¢in optimal kontrol algoritmalari

kullanilmaktadir.



Saglik Bilimleri: Optimal tedavi planlarinin olusturulmasi, ilag dozajlarinin belirlenmesi
ve diger tibbi prosediirlerin optimizasyonu gibi saglik alanlarinda da optimal kontrol
biiylik bir 6neme sahiptir. Optimal kontrol teorisi, karmasik dinamik sistemlerin daha
verimli yonetilmesini saglayan giiclii bir aractir. Ancak, bu alandaki teorik gelismeler ve
uygulamalar, teknoloji ve hesaplama giiclindeki ilerlemelerle siirekli olarak
evrilmektedir.

Bu tez calismasinda homojen ve dogrusal olmayan bir 6zdeger p(x)-Laplasyan (1.1)
probleminin varyasyonel yontemler kullanilarak zayif ¢oziimlerinin ve 6z degerlerinin

varligi, ve bir Dirichlect sinir deger optimal kontrol probleminin optimal ¢oziimlerinin

bazi kosullar altinda Wg PE) (Q2) uzayinda ele alinacaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
Bu boliimiinde, tezde yararlanacagimiz temel tanimlar ve teoremlerden verilecektir.

2.1. Baz1 Tamimlar ve Kavramlar

LY

f e X fonksiyonu i¢in ||f ||Y < c”f ”x olacak sekilde bir ¢ >0 varsa X uzay1 Y uzayina

Tamm 2.1.1. (X,

Y) normlu uzaylar ve X 'Y olsun. Eger herhangi bir

stirekli olarak gomiiliir denir ve X<Y ile gosterilir (Kufner ve ark., 1977).

Tanim 2.1.2. (X

v

XSY saglantyorsa ve her (x_ )< X smurh dizisi icin (T(x_))c Y operatdr dizisinin
glanty n n

Y) normlu uzaylar1 ve T:X — Y operatorii verilsin. Eger,

yakinsak bir alt dizisi bulunuyorsa, X uzay1 Y uzayma kompakt olarak gémiiliir denir ve

Xo6Y ile gosterilir (Kufner ve ark., 1977).

Teorem 2.1.3. (X,

) (Y-

Ayrica, T:X — Y operatorii verilsin. Bu takdirde, X-<Y olmasi igin gerek ve yeter

) iki normlu uzaylar ve X yansimali bir uzay olsun.

kosul, T operatoriiniin X uzayinda zayif yakinsak dizileri Y uzayinda kuvvetli yakinsak

dizilere dontistiirmesidir (Ciarlet, 2013).

Tamm 2.1.4. (Klasik LP Uzay1): O, RN nin 6lciilebilir bir alt kiimesi, || > 0 ve Q
kiimesi tizerinde tanimli Lebesgue 6lgiilebilir fonksiyonlarin kiimesi S(Q) olsun Bu
taktirde

LP(Q)={u € S(Q):f, lu(x)[Pdx <o, 1 < p < oo}
olan fonksiyonlarin denklik siniflarinin uzayma LP(Q) Lebesgue uzay:r adi verilir. Bu

takdirde ueLP (Q) olmak tizere

1

I ooy =( [, [WGOIP dx)?

ile tanimli |I. llp (qy fonksiyonu LP () lizerinde bir normdur ve bu norma goére bir Banach

uzayidir.



2.2. Degisken Uslii Lebesgue ve Sobolev Uzaylar

Tanmm 2.2.1. Q,RN°de bir agik bélge olsun. Bu takdirde p:Q — (1,) olgiilebilir
fonksiyona degisken iis denir. Yine bir p € C(Q) ve her xeQ igin p(x) > 1 olsun. Bu
takdirde
C,+(Q) = {p € C(Q): her xeQ i¢in p(x) > 1}
kiimesi ve bir p € C,(Q) i¢in
pt = i‘é}i’p(x) vep~ = infp(x)

degisken iisleri tanimlansin.
Biru € S(Q) ve p € C,(Q) icin
LPO(Q)={u € S(Q):f, lu(x)|P® dx < oo}
seklinde tanimlanan fonksiyonlarin denklik siniflarinin vektoér uzayma degisken islii
Lebesgue uzay1 denir. Ayrica u € LP® (Q) olmak iizere

ux)|P x)

A

lu llpo= inf{A > 0: f

ile taniml1 |I. Il () fonksiyonu LP™(Q) iizerinde bir normdur (Luxemburg norm) ve bu

<1}

norma gore bir Banach uzayidir.

Degisken iislii Lebesgue LP™®(Q) uzayinin dual uzayt, $ + ﬁ = 1 olmak tizere,

LA (Q) uzayidir. Ayrica herhangi bir u € LP®(Q) ve v € LA®(Q) i¢in

[ wvex] < (o= + ) Tulpeo Vlaco 2.2.1)

Holder esitsizligi elde edilir (Kovacik ve Rakosnik (1991)).
Eger Q sonlu dl¢timlii bir kiime, p;, p, degisken iis fonksiyonlar1 ve h.h.h x € Q i¢in

p1(X)< po(x) ise L2 (Q) & LP1® (Q) siirekli gdmiilmesi vardir.

Degisken iislii Lebesgue LP® (Q) uzaylarinda énemli bir rolii olan modiiler fonksiyonu

pp(x): Lp(x) ('Q) - R,

Do (W) = f luP®dx
Q

seklinde tanimlanir. Degisken iislii Lebesgue LP® (Q) uzaylarinda norm-modiiler

iligkisi agagidaki 6nerme de verilmistir.



2.2.2.0nerme: Bir u € LP®(Q) fonksiyonu verilsin. Bu takdirde;

1) ” u ”p(x)S 1l pp(x)(u) < 17
i) lulle>1=0u ||p(x)_ 0o (W) <l u ||p(x),

1v) luy —ullp= 0 © ppy(uy —u) = 0 (Kovacik ve Rakosnik (1991)).

Simdi LP® (Q) uzayina ait fonksiyon &rnekleri verelim.

1
2.2.3. Ornek: p(x)=x ve f(x)=e" i¢in feLP*)(Q) dir. Gergekten,
Pp(x) Nin tanimindan

pp(x)(f) f |ex|XdX = f edx
[1,2]

[1,2]

elde edilir. Son esitlikte A=1>0 olup e fonksiyonu [1,2] de siirekli oldugundan

Lebesgue integral ile Riemann integrali ¢cakisir. Yani integral sonlu olup, feLP® (Q) elde
edilir.

2.2.4. Ornek: Q= [0,1], p(x) = 1 ve f(x)=4*x 2 igin feLP®(Q) dir. Bu durumda
X
1

x S
p,, ()= dx = | 47'x 2dx=— | —=dx
" [Jl] [6[] 4 [Ju Vx

olur. Bir fonksiyonun Riemann integrallenebilmesi i¢in gerek ve yeter kosulun h.h.h.

X
47%x 2

stirekli olmasidir. Boylece h(x):% fonksiyonu [0,1] araliginda sadece x=0
X

noktasinda siireksiz olup, h.h.h. siireklidir Dolayisiyla fonksiyon Riemann
integrallenebilirdir. O halde

hm

Ppy () = %'([% 4.0 ,[ J_ <

olur. Buradan p_ | (f) < oo dur yani feLP™) () elde edilir.

o0

Simdi Klasik Lebesgue Uzay: ile Degisken Uslii Lebesgue Uzay: arasindaki iliskiyi
verelim.

2.2.5. Onerme: | < p <o olmak iizere p(.) = p sabit olarak almirsa LP® (Q)= LP(Q) olur
(Diening ve arkadaslari, 2011).



Ispat: 1< p <oo igin p(.)=p sabit olsun. Hf Hp() <oo olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

. f ) .
Hf Hp < o0 olmasidir. Gergekten Hf Hp(') <ooise p (xj <1 olacak sekilde bir ), > 0 sayisi
vardir. O halde

1
ﬁfﬂ If|lPdx < 1

yazilir. Buradan |, q [fIPdx < 4P olup Hpr <A < elde edilir. Dolayistyla 1< p < oo i¢in

LP®) (Q)= LP(Q) elde edilir.

2.2.6.Tanim(Degisken Uslii Sobolev Uzay1): Q kiimesinin sinirinda sifir degerini alan
Sobolev uzay1 WO1 P00 (Q), Cg° () test fonksiyonlar uzaymin
Iu lI=1Vu llp
normuna gore kapanisi olarak tanimlanir, ve
WLPX (Q)={ue LP®(Q) | |[Vu| € LP®(Q)}
Sobolev uzayinin bir alt uzayidir. Ayrica (WO1 P ), - II) uzay1 ayrilabilir ve yansimali

bir Banach uzayidir.

Deegisken tislii Sobolev WO1 ) () uzayinda 6nemli bir kompakt gémiilme 6zelligi

asagidaki teoremle verilmistir.

Teorem 2.2.7: p(x) < N olmak iizere

<~ Np(x)
p(x) = N-p(

degisken iissii verilsin. Bu takdirde bir s € C,(Q) ve her x € Q i¢in eger s(x) < p*(x)
ise Wo1 P (Q) & ’®(Q) siirekli ve kompakt gémiilmesi vardir (Mihailescu ve

Radulescu, 2007).



3. MATERYAL VE YONTEM

Bulgular boliimiinde degisken iislii Lebesgue uzayi tanimlanarak (Mihailescu and
Radulescu (2007) ve (Kogut ve Tkachenko (2016) calismalarindaki bazi 6zellikler ele
alindi. Daha sonra degisken iislii Lebesgue ve Sbolev uzaylarinin temel 6zellikleri ele
alindi. Mihailescu and Radulescu (2007) c¢alismasindaki teknikler kullanilarak bu
makalede ele alinan p(x)-Laplacian denkleminin zay1f ¢oztimleri ve 6zdegerleri incelendi.
Son kisimda ise (Kogut ve Tkachenko (2016) calismasindaki metot ve yoOntemler

kullanilarak optimal kontrol problemin ¢oziimleri incelenmistir.



4. BULGULAR

4.1. Degisken Uslii Homojen Olmayan Oz Deger Sinir Problemi

Bu béliimde homojen olmayan

{ div (|Vu] Vu) = Alul u, XE€EAQ, @1
u= O, X € 69,
0zdeger probleminin zayif ¢éztimlerini WO1 ) (Q2) uzayinda elde edilmistir.
4.1.1.Tanim. Eger her v € Wg ) () i¢in

Jo, IVu[P®~2 Vuvvdx — A [ [u|9®~2 uvdx = 0 (4.1.2)

olacak sekilde bir u € Wol'p(x)(ﬂ)\{O} fonksiyonu varsa A € R sayisina (4.1.1)

probleminin bir 6z degeri, u € W(} () (Q) \ {0} fonksiyonuna da (4.1.1) probleminin bir
zay1f ¢ozlimii denir.

Butezde 1 < inf q(x) < inf p(x) < sup q(x), supp(x) < N veherx € Qicin q(x) <
XEN XEQ xEQ. xEQ

Np(x) o . o
NepG) oldugu kabul edilmistir.

Tezin bu boliimiinde (4.1.1) denkleminin zay1f ¢ézlimiiniin varligi ile ilgili asagidaki ana

teorem ispatlanmigtir.

4.1.2.Teorem. Her x € Qi¢in 1 < min q(x) < minp(x) < maxq(x), maxp(x) < N ve
xX€EQ xX€Q xX€EQ xX€Q

q(x) < p*(x) olsun. Bu taktirde (4.1.1) denkleminin her A € (0,A*) igin bir A* > 0
0zdegeri (dolayisiyla bir zayif ¢ozlimii) vardir.

Bu boéliimde (4.1.1) denkleminin zayif ¢oziimiiniin varligin1 gostermek i¢in bu denkleme

karsilik gelen enerji fonksiyonelini her A > 0 igin J;: Wg ) () = R olmak tizere

1
INOENA %wupﬂx) dx — A [, $|u|q<x) dx (4.1.3)

seklinde tanimlanir. Diger taraftan J, enerji fonksiyonelinin Gateux tiirevi vardir ve J, €

CLWP®(Q), R) olup, tiirevi de her u,ve WoP® (Q) igin

Ja),v) = [, |Vu|P®-2vuvvdx — A, |u|a®0=2uvdx (4.1.4)
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seklindedir. Boylece (4.1.1) denkleminin zayif ¢Ozlimleri ], fonksiyonelinin kritik
noktalan ile ¢akisir. Eger bdyle bir asikar olmayan (nontrivial) zayif ¢6ziim varsa ona

karsilik gelen A, denklemin bir 6zdegeri olur.

4.1.3 Yardimer Teorem. Herhangi bir A € (0,A*) ve V u€ Wg’p(x) (Qigin lull=p

olmak iizere J, (u) = a > 0 olacak sekilde A", p,a > 0 sayilar1 vardir.

Ispat. Her x € Q i¢in q(x) < p*(x) oldugundan, Wg ) (Q) uzay1 LA®(Q) icine siirekli

olarak gomiiliir. Dolayisiyla her u € Wg () () i¢in
lullge<cy lhull (4.1.5)

olacak sekilde bir c; > 0 pozitif reel sayis1 vardir. Eger p < Ci olacak sekilde bir p €
1

(0,1) sayisi varsa, (4.1.5) bagmtisindan dolay1 || u |[= p olan her ue Wo1 PO (Q) i¢in ||

U llgx)< 1 yazilir. Ayrica 2.2.2.0nerme den dolay1 || u ll= p olan her ue W(} PG) (Q) igin

Jo T19®dx <l u 1, (4.1.6)

olur. Eger (4.1.5) ve (4.1.6) bagmtilar1 kullanilirsa || u [|= p olan her ue WO1 P (Q) i¢in
Joy u[9®dx < ' Ju 9 (4.1.7)
bulunur. Eger enerji fonksiyonelinin tanimi ve (4.1.7) esitsizligi kullanilirsa, || u ll= p

olan her ue Wg P (Q) i¢in

1 A
A(w) = — u X—— u X
J(u) = +f \Y |p(x)d f | |q(x)d
P Jg q Jo

A _

R

>—lullP’——c/ luld
p q

:p—+pp —q__ci‘l pq
/1 A

elde edilir. Yukaridaki esitsizligi kullanarak
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A = qT (4.1.8)

sayisini tanimlarsak, herhangi bir A € (0,A*) ve |l u [|= p olmak {izere u € W(}'p(x) Q)

p+
i¢in J (u) = a > 0 olacak sekilde bir a = ‘Z)F > 0 sayis1 vardir. Bu ise ispat1 tamamlar.

4.1.4 Yardime1 Teorem. Yeterince kiiciik kiiciik t > 0 i¢in J, (td) < 0 olacak sekilde bir
d=>0,p#0ved € Wg ) (Q2) fonksiyonu vardir.

Kanit: Denklemdeki iis fonksiyonlari igin mig qx) < mislll p(x) oldugu kabul edilmistir.
Xe X€E

Buradan q~ < p~ olur. Keyfi €, > 0 sayisiigin q~ + €, < p~olur. Ote yandan q € C(Q)
oldugundan, tiim x € €, i¢in |q(X) — q~| < €, olacak sekilde bir Q, c Q agik kiimesi
vardir. Boylece tiim tim x € ; i¢cin q(X) < q~ +€; <p~ elde edilir. Ayrica ()
kiimesinde 0 < ¢ < 1 ve her x € Q, icin supp (¢p) D Q, olacak sekilde bir ¢ € C§ (Q)
fonksiyonu verilsin. Yine herhangi bir t € (0,1) icin

tP x)

o PX)

-
St—_f |V¢|p(x)dx—lf 99| |9 dx
P Ja q* Jg

£a
) |¢|q(X)dX

Ja(td) =

|v¢|p°‘)dx—7\f

Q X

tP A
S__f |v¢|p(X)dX__+f 9| |9 dx
P Jg q° Ja,
. td te€o

tP A
< —_f |Vp[PXPdx — —+f |b|9®dx.
P Jg q Q

0

esitsizligi bulunur. Bu nedenle

A-p”
= Jo, 101900dx

Jo 1VPXdx

0 <8 <min<1, q

1
olmak {izere t < 6P"-97-¢; i¢in J; (td) < 0 esitligi saglanir.

Son olarak [ qQ |V[PPdx > 0 dir. Gergekten,

f |¢|¢<X>dxsf |¢|<X)dx§f |9 dx.
Qo Q Q
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(x) —_
oldugu goriiliir. Diger taraftan, Wg P77 (Q) uzayr siirekli olarak L9 (Q) uzayma igine
gomiilii oldugundan, Il ¢ llq)< c; Il ¢ Il olacak sekilde bir c; > 0 pozitif sabiti vardir.
Son iki esitsizlikten || ¢ > 0 ve fQ |Vh|P®dx > 0 elde edilir.

4.1.2.Teoreminin Ispati. Bir A* > 0 sayisini1 (4.1.8) deki segilsin ve A € (0,A*) olsun.

. €9)
Yine 4.1.3 Yardimc1 Teorem den dolay1, W(} P77 (Q) uzayinda taniml, p yarigapli ve 0

merkezli B,(0) yuvarin sinirinda s én(fo)b‘ > 0 yazilir. Ote yandan, 4.1.4 Yardimci
p

Teoremden dolay1, yeterince kiigiik kiigiik t > 0 i¢in ], (td) < 0 olacak sekilde bir ¢ €

Wg,p(x) (.Q) fonksiyonu VaI'dII'. Béylece, her u e Bp(O) 1@11’1
Ja(uw) = . Iu P” Ao lull®
p+ q 1

Ve

—oo < c:= _inf ], <0
Bp(0)

elde edilir.

Bir 0 <e< infaBp(o)h — inpr(O) Jo sayist verilsin. Bu takdirde Ekeland varyasyonel

ilkesi J5: B, (0) — R fonksiyoneline uygulanirsa,

Jalug) < _inf Jp + ¢
Bp(0)

alue) <Ja(w) +€-llu—uell, u#u;
olacak sekilde bir ug € B,(0) fonksiyonu vardir. Yine

u.) < inf J, +e< inf J, + e < inf
Ja(ue) m]x Bp(o)]x aBp(O)h

oldugundan dolay1 u, € B,(0) sonucuna varilir. Bir I,:B,(0) - R fonksiyonunu
I,(u) =Ja(u) + €. Jlu —u,| seklinde tanimlansin. Ayrica u, elemani I, fonksiyonunun

bir minimum noktasidir ve dolayisiyla t > 0 ve her v € B;(0) i¢in
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L(ug + t.v) — I, (u,) -
" >

0

olur. Yine yukaridaki bagintidan

]A(us +t V) - ]}\(us)
t

+e-llvl=0

yazilir. Eger t - 0 i¢in limit almirsa < J; (ug),v>4e€- vl >0 ve [|J;' (u)ll < e

(operator norm) sonucuna ulasilir. Boylece
]A(Wn) —> CVe ];\(Wn) -0 (418)

olacak sekilde bir {w,} € B,(0) dizisi vardir. Dolayistyla |[wyll < p olup, {wy} dizisi

)
Wg P77 (Q) uzayinda sinirh olur. Ayrica (Wo1 P (Q), ||-||) uzay1 yansimali bir Banach

uzay1 oldugundan dolay1 {w,} dizisinin w € Wo1 P (Q2) elemanina zayif yakinsak bir
{w,} (aym diziyi alindi) alt dizisi vardir. Diger taraftan her x € Q icin q(x) < p*(x)
oldugundan dolayz, WO1 ) (Q) Sobolev uzayr LA®(Q) uzayma siirekli gomiilme

doniisiimii kompakt oldugundan dolay1 {wy,} dizisi LA®(Q) uzayinda w elemanina
kuvvetli yakinsar. Eger Holder esitsizligi ve {w,} dizisinin kuvvetli yakinsama 6zelligi

kullanilirsa,

I!ll—l;go |w, |9® 2w, (w,, — w)dx = 0.
Q

Diger taraftan, (4.1.8) olmas1 géz Oniine alinirsa
&Lrg(];\(wn)'wn - W) =0
ve

lim [ |Vw, [P ~2vw, V(w, — w)dx = 0 (4.1.9)
n—>oo

bulunur. Yine (4.1.9) ve {w,} dizisinin w € Wol'p(x) (Q) elemanmna zayif yakinsak

olmalar1 da kullanilirsa, Fan ve Zhang (2003) galismasindaki Teorem 3.1 den dolay1 {w }

dizisinin w € WO1 () (Q2) fonksiyonuna gii¢lii yakinsar. Boylece (4.1.8) bagintisindan

A(w) = c<0veJa(w) = 0
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oldugu goriiliir. Bu ise w fonksiyonunun (4.1.1) denkleminin asikar olmayan (nontrivial)
(1.1) bir zayif ¢6ziimii ve herhangi bir A € (0,1*) degerinin de problemin bir 6zdegeri

oldugu sonucuna ulagilir.
4.2. Dogrusal Olmayan Bir p(x)-Laplacian Optimal Kontol Problemi

Kogut ve Tkachenko (2016) yapmis olduklar1 ¢caligmalarinda (4.2.1) dogrusal olmayan,
elliptic p(x)-Laplacian bir Dirichlet optimal kontrol sinir deger problemini ele almiglar
ve kabul edilebilir kiimeler (admissible sets) lizerinde Minty anlaminda en azindan bir
¢Oziimiiniin var oldugunu ispatlanmistir. Ayrica bu problemin ¢6ziimii i¢in gerekli olan
degisken islii Lebesgue ve Sobolev uzaylari i¢in bazi temel tanimlar, teoremler ve

sonuclar verilmistir.

N > 2 olmak iizere RN kiimesinin agik, sinirli ve baglantili bir £ alt kiimesi ve yeterince
diizgiin Q kiimesinin sinir1 dQ) verilsin. Yine hemen hemen her x € Q i¢in 1 < a <
p(x) < B < 4o, fE L?(Q)N, pg € L2(Q) ve yq4 € L*(Q) olsun. Ayrica |. | ifadesi RN de
Oklid normunu gostermektedir. Bir Dirichlet p(x)-Laplacian smir deger problemi

— div(|Vy|[P®@-2vy) = —divf, x € Q,
y=0, X € 01),

(4.2.1)
ve p(x) degisken iis kontrol fonksiyonu i¢gin kabul edilebilir kiime (admissisble set)

p(x) € 9.9 = {p € L2(Q):h.h.h. x € Qicin1 < a < p(x) < B < +} (4.2.2)

kisitlarina karsilik gelen Optimal Kontrol Problem (OCP)

Minimize {I (y) = [, ly®) —yal*dx +y [, [Vy[P®dx + [ Ip(x) - deZdX} (4.2.3)

seklindedir. Yine literatiirde (4.2.1)-(4.2.2)-(4.2.3) optimal kontrol probleminin
cozlimlerinin varligi ile ilgili agik sorular vardir. Benzer tipte sistemler i¢in sinir optimal

kontrol problemleri ile ilgili literatiirde ¢ok az calisma vardir (Homberg ve arkadaslari

(2010), Hrynkiv (2009)). Bunun bir¢ok sebebi asagida belirtilmistir:

(1) (4.2.1)-(4.2.2)-(4.2.3) probleminin kabul edilebilir ¢éziimler kiimesinin, karsilik gelen

fonksiyonel uzayda zayif bir sekilde kapali olup olmadig: bilinmemektedir;
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(i1) (4.2.1) sinir deger probleminin zayif ¢ozlimleri (Minty anlaminda) i¢in dnceden

belirlenmis tahmini yoktur;

(ii1) (4.2.3) maliyet (cost functional) fonksiyoneline gore en aza indirgeme dizisinin

asimptotik davranisi genel olarak belirsizdir.

(4.2.1)-(4.2.2)-(4.2.3) optimizasyon probleminin bu ve diger karakteristik 6zelliklerini
daha acik bir sekilde gdrmek i¢in, degisken iislii dogrusal olmayan eliptik problemler i¢in
iyi bilinen ¢6ziim kavramlari tanitilacak ve (4.2.1) denkleminin nasil yorumlanabilecegini

tartigilacaktir. Baslangi¢ olarak, eger iis p sabitse, o zaman (4.2.1) Dirichlet sinir degeri
problemi W(} P (Q) klasik Sobolev uzayinda iyi konumlandirilmistir. Degisken 6lgiilebilir

iis i¢in, bu problemin ¢ézimii

WP (@):={ u € W (Q) | [Vu| € LPX(Q) veya [, |Vy[P@dx < +oo}

Sobolev-Orlicz uzayinda aranir ve bu uzaym iizerinde u € W, P& () olmak iizere

” u “Wé.p(x) (Q):” Vu ”Lp(-)(Q)N

normu vardir.

Burada, LPO (Q)N uzayi, tim 6lgiilebilir, vektor degerli ve

Poco® = f fPO0dx < oo
Q

kosulunu saglayan f: Q — RNfonksiyonlarin denklik smiflarinin vektdr uzayidir ve bu

uzaya degisken iislii Lebesgue uzayi denir. Ayrica f € LPO) (Q)N olmak iizere

. —1PX®)
I 1l p0)gyn= inf{A > 0: J, AT dx < 1)
ile tanumli II. [l pe) @N fonksiyonu LPO Q)N {izerinde bir normdur (Luxemburg norm) ve
bu norma gore bir Banach uzayidir.

Klasik Sobolev uzaylarinin aksine, diizgiin fonksiyonlarmn W = WO1 PO (©2) uzayinda

genel olarak yogun olmadigi iyi bilinmektedir. Dolayisiyla, degisken iis p = p(x) (1 <

a<pkx) <P<+o) ile asagida tanimlanan Wol‘p(x) () uzaymda Cg () test
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fonksiyonlar uzaymnin kapamisi olan H = Hé'p(x) () bir Sobolev uzayi
iligkilendirilmistir.
Her zaman W = H 06zdesligi gecerli olmadigindan, eger Cy’ () kiimesi Wol'p(x) Q)

uzayinda yogunsa p(x) ussiiniin diizenli (regular) oldugu ortaya ¢ikar.

4.2.1.Tanim. Biry € W(} P09 () fonksiyonu

Jo 1VyIP®=2(Vy, Vo)dx = [, (f, V@)dx (4.2.4)
integral 6zdesligini her ¢ € Cg’ (1) fonksiyonu i¢in saglarsa, bu y fonksiyonuna (4.2.1)
sinir deger probleminin bir zayif ¢6ziimii denir.
Burada (.,.) sembolii RV de skaler ¢arpimi temsil etmektedir. Ayrica Cy’ (1) kiimesinin
W;’p(x) (Q2) uzayinda yogunlugunu bazi diizensiz (irregular) degisken p(x) isler igin
kaybedebilecegimizden, (4.2.1) probleminin zayif bir ¢oziimiiniin genel olarak tek

olmadig1 sonucu ¢ikar. Dahasi, Zhikov (2009), tiim zayif ¢oziimlerin kiimesi

(o‘lu, V) = f(lvulp(x)—ZVU' VCp)dX, Vvu € W(Z)l,p(x)(ﬂ)
Q

esitligiyle verilen o‘l:WS PO Q) - (Wol‘p(x) (Q)) operatdriine ragmen zorunlu olarak

digbiikey degildir. Bu kiimenin Wg PO () uzayinda zayif kapali olup olmadigt sorusu

acik kalmaktadir. Ayn1 zamanda, asagidaki sonug bilinmektedir.

4.2.2.Teorem (Zhikov, V. V., 2011). Eger Q c RN bolgesi yeterince diizgiin ve (4.2.2)
deki {3 sabiti

<UN=D N
b N-1-a © ’
B < +oo, a=>N-1,

esitsizligini saglarsa, (4.2.1) Dirichlect problemi asagidaki
Jo|VyIP®dx < [ (£ Vy)pn dx (4.2.5)

enerji esitsizligini saglayan biry € Wg P09 (Q) zay1f ¢oziimii vardir.

4.2.3.A¢iklama. 4.2.2.Teoreminin ispatinin ana fikri, Dirichlet problemi (4.2.1) i¢in baz1

zayif ¢oziimlerin, p = p(x) iissiiniin C!-diizenlemesi veya A operatoriiniin elg-

Laplasyan ile pertlirbasyonu kullanilarak bir tiir yaklastirilmasi yoluyla elde edilebilecegi

gercegine dayanmaktadir. Burada, y € Wg PG) (Q) zayif bir ¢ozlimiin elde edilebilirligi
17



ile, y¢ daha diizenli' sinir deger problemlerinin ¢dzlimleri olan ve y, — y nin uygun bir
topolojide € sifira yaklastig1 bir {y,}eso dizisinin varligini kastediyoruz. Ancak, enerji
esitsizliginin (4.2.5) baz1 diizensiz degisken lisler p(x) icin kesin olabilmesi nedeniyle,
Dirichlet problemi (4.2.1) i¢in her zayif ¢oziimiin bu sekilde elde edilip edilemeyecegi
bilinmemektedir.

Bunu i¢in p(x) bir iis ve V kiimesi, H ile W arasinda keyfi bir ara uzay, yaniH € V& W

olsun.

4.2.4.Tamm. Bir y € V fonksiyonu i¢in, integral 6zdesligi (4.2.4) her ¢ € V i¢in gecerli

ise bu y fonksiyonu (4.2.1) probleminin bir V ¢éziimii veya ¢ -varyasyonel ¢oziimiidiir.
Dogrusal olmayan A: Wg P - (W(} P (Q)) operatoriiniin ~ kesin  (strict)

monotonlugunu kullanarak, bir V ¢ézlimiiniin var oldugunu ve tek oldugunu goéstermek
kolaydir. Dahasi, V ¢oziimler durumunda, (4.2.4) deki test fonksiyonu ¢ ¢oziime esit

alinabildiginden, bu bizi
Jo, 1VyIP@dx = [ (f, Vy)dx (4.2.6)

enerji esitligine gotiiriir

4.2.5.Teorem. V kiimesi, H ile W arasinda keyfi bir ara uzay olsun. O zaman
herhangi bir f € (L*(Q))N igin, (4.2.1) siir degeri probleminin tek bir V-¢6ziimii vardir
ve bu ¢6ziim (4.2.6) enerji esitligini saglar.

Bunun tersi de dogrudur.

4.2.6.0nerme. 4.2.1. Tanim anlaminda zayif bir ¢dziim, ancak ve ancak enerji esitligi
(4.2.6) gecerliyse varyasyoneldir.

Gergekten de, bu durumda V kiimesini Cg’ () ve ¢6ziimiin kendisini igeren en kiigiik
kapal1 alt uzay olarak alinir. Eger V = H alinirsa, H-¢c6ziimlerden bahsedilir. (4.2.1) igin

zayi1f bir ¢6zilimiin baska bir tanimi1 asagidaki gibi ifade edilebilir.

4.2.7. Tanim. Biry € W(} P09 () fonksiyonu
(x)-2 - -
Jo [VyIPR=2(Ve, Vo — Vy)dx = [, (f Ve — Vy)dx (4.2.7)

integral 6zdesligini her ¢ € WO1 P09 (Q2) fonksiyonu i¢in saglarsa, bu y fonksiyonuna

(4.2.1) smur deger probleminin Minty anlaminda bir zayif ¢éztiimii denir.
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Bu tanimdan, Minty anlaminda zayif ¢oziimler kiimesinin digbiikey ve kapali oldugu
sonucu ¢ikar. Ancak, 4.2.1. ve 4.2.7. Tanimlar1 arasindaki iliskiler, genel bir iis p(x) €
§#aq icin oldukca karmagiktir. En azindan, Minty'nin zayif ¢éziimlerinin her birinin
integral 6zdesligini (4.2.4) sagladigini veya tam tersini iddia edemeyiz. Simdi, zayif
¢oziimlerin tli¢ kavraminin ¢akigsmadan once verildigi durumu agikliyoruz. Sonug olarak,
optimal kontrol problemi (4.2.1)-(4.2.2)-(4.2.3) varyasyonel formiilasyonu farkli
bicimlerde ifade edilebilir ve bu, ilgili ¢dziim kiimesinin se¢imine baglidir. Bu nedenle,
(4.2.1)-(4.2.2)-(4.2.3) problemi icin kabul edilebilir ciftlerin asagidaki kiimelerini

belirtiyoruz:

Zyi={ (DY) € Paa X WP (Q)] y ve p, (4.2.4) esitligine aittir, ¢ € CP ()} (4.2.8)
Zy={(p,y) € §#a4 X V| Hé'p(x) Q)cvec Wg’p(x) (), y ve p, (4.2.4) esitligine aittir,
@EV) (429
Zui={ (0,Y) € P20 X WePP(Q)] y ve p, (4.2.7) esitligine aittir, @ € C(Q)} (4.2.10),

Ancak, Lavrentieff etkisi nedeniyle, ilgili

(pinf, I,y ( Inf J(p,y))ve( inf J(py)) (4.2.11)
minimizasyon problemlerinin genel olarak esasen farkli olmasi miimkiindiir. Ozellikle,
(4.2.11) problemlerinin optimal ¢iftlerinin de farkli olabilecegi anlamina gelir.
Bu nedenle, bu bodliimde cevaplayacagimiz temel soru, kabul edilebilir ¢oziimler
kiimesinin  farkli secimlerine goére optimal kontrol problemi (1.1)-(1.4)%in
coziilebilirligidir. Yazarlarin bilgisi dahilinde, (4.2.1)-(4.2.2)-(4.2.3) problemleri igin

optimal ciftlerin varligi literatlirde incelenmemistir.

4.3. Orlicz ve Sobolev Uzerine On Bilgiler — Orlicz Uzaylar

Oncelikle, LPO (Q)N uzaymin hem

I £ 1l poggyn= infd > 0: [ [A1"dx < 1 43.1)

p(x)

Luxemburg normuna hem de p’(x) = SGO1

(eslenik iis fonksiyonu) olmak tizere

I £ llgper q)N= sup{fﬂ(f, g) dx: fﬂlglp'(x) dx < 1} (4.3.2)

Orlicz normuna gore yansimali ve ayrilabilir bir Banach uzayidir.
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Eger (4.2.2) gbz Oniine almirsa, h.h.h. x € Qicin 1< % =B <p'(x < ﬁ=a’

esitsizligi elde edilir.

4.3.1.0nerme (Kogut ve Tkachenko (2016)). Eger Ppx) () > 0 ise (4.3.1) deki en diisiik

deger (infimum) elde edilir. Ayrica A, =|| f ooy qyn> 0 ise pp(x) (A“lf) = 1 elde edilir.

4.3.2.0nerme (Kogut ve Tkachenko (2016)). Eger f € LPO(Q)N ve g € LP'O(Q)N ise
(f g) € L'(Q) ve

L(f, 8) dx < 21l fllppoy NIl 8 1 preygyn

Holder esitsizligi saglanir.

4.3.3.0nerme (Kogut ve Tkachenko (2016)). Asagidaki yaklasimlar LPO(Q)N

uzayinda gecerlidir:

1
1) Her f € LPO@N igin || £ ll acqyn< (1 + Q= || £ P (- (4.3.3)

1
2) Her f € LB(Q)N igin || fllpo@ns a+1aps FllLqn- (4.3.4)
Dabha ileri analizimiz i¢in asagidaki sonuglardan yararlanacagiz.

4.3.4. Yardimer Onerme (Zhikov (2011)). Eger bir {fi}yey dizisi LPO(Q)N uzayinda
sinirh ve fy = f zayif yakinsamasi k — oo igin L*(Q)N uzayinda varsa, bu takdirde her

@ € LP'O(Q)N i¢in
lim f (fo @)dx = f (f, @)dx
koo Jo Q

limiti gergeklesir, yani {fi }xen dizisi LPO) (Q)N uzayinda f fonksiyonuna zayif yaknsar.
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4.3.5. Yardimc1 Onerme (Fan ve Zhao (2001)). k = 1,2,, ... i¢in f, f,eLP©)(Q)N olsun.
Bu taktirde asagidaki ifadeler birbirine denktir:

(1) 111_{{.10 [ fk —f "Lp(')(Q)N: 0;

(i1) 111_{1010 fﬂ I — f]P®dx = 0;

(iii) Q kiimesindeki her noktada {fi };cy dizisi f fonksiyonuna 6l¢iim iginde yakinsar ve

1imf |£|P® dx = 1imf |£]PC) dx
k—>o Q k—>oo Q

limiti elde edilir.

Bu alt boliimiin sonunda, ileride faydali olacak birka¢ sonucu verelim.

4.3.6.0nerme (Kogut ve Tkachenko (2016)). p(x) € 9.4 ve y(.) € WyP®(Q)
fonksiyonlar: verilsin. Yine F(¢) = F(¢@) = |V@|P®~2(Vep, Vo — Vy) ile verilen F

dontigimii Wg P (Q) uzayindan L' (Q) uzayina tanimlidur.

4.3.7.0nerme (Kogut ve Tkachenko (2016)). ?:wg'p(")(ﬂ) - L1(Q) doniisiimii

sureklidir.

4.4. Kabul Edilebilir Céziim Kiimelerinin Bazi Yardime1 Sonuclari ve Ozellikleri

Iyi bilinen sonuglar nedeniyle (6rnegin, Zhikov, V. V. 2010'ye bakiniz), sonsuz sayida
zayif ¢oziime izin veren (4.2.1) sinir deger problemine karsilik gelen p(x) € 0,4 kabul
edilebilir kontrol olarak gosterilebilir. Dolayisiyla, (4.2.8)-(4.2.9)-(4.2.10)'da tanimlanan
kabul edilebilir ¢oziimler kiimeleri Z,, Zy ve Zy'nin genel olarak biiyiik ol¢giide farkl
ozelliklere sahip olmasini beklemek makuldiir.

Bu bélime, Z,,, Zy ve Zy kiimelerinin OCP (4.2.1)-(4.2.2)-(4.2.3) e gore ayn1 kabul

edilebilir ¢ift koleksiyonunu tanimladig1 durumla basliyoruz.
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4.4.1.0nerme (Kogut ve Tkachenko (2016)). Eger kabul edilebilir kontrol kiimesi olan
§£aq nin her x,y € Q i¢in

. 1
i) Ix—yl <2,

Ko
In (t—1)

(iii) [p(x) = p(M| = w(lx = yI)
kosullarini sagladigini kabul edelim. Bu taktirde Z,, Zy ve Zy kiimeleri cakisir.

i l<a<pkx) <B,wh =

4.4.2.Tamm (Kogut ve Tkachenko (2016)). iki kisitl en aza indirme problemleri

inf ,y)) ve ( inf , 4.4.1

(( ,l)ez J(p,y)) (( ,1) ~ J(p,y)) ( )
arasinda bir bosluk varsa, yani

0% = inf ,y) < inf ,y) = J(0°,9° 4.4.2

J(®°, §°) (,l)ez J(p,y) (,1) ~ J(p,y) =10 9°) ( )

olacak sekilde (p°,§°) € Z,, ve (p°, §°) € Zy iki ¢ift varsa Lavrentiev olgusu OCP
(4.2.1)-(4.2.2)-(4.2.3) probleminin dogasinda vardir.

(4.4.1) problemlerinin ¢dziimlerinin, genel olarak, Lavrentiev etkisinin de dahil edilmesi
kosuluyla, diizgiinliik anlaminda farkli oldugunu belirtmek ilgingtir. Ozellikle, optimal
durum §°, V uzayma ve dolayisiyla H(l)’p(x) (Q)'a ait olamaz. Bu nedenle, Z,, Zy ve Zy

kiimelerinin ileride faydali olacak birkag karakteristik 6zelligini belirtebiliriz.

4.4.3. Onerme (Kogut ve Tkachenko (2016)). Kabul edilebilir kontrol kiimesi olan 0,4
icin aggidaki 6zellikler saglanir:

(1) 2y c Z,,, ve Zy C Zy kapasama ozellikleri vardir;

(i1) Z,, Zy ve Zy kiimeleri bostan farklidir;

(ii1) 2y kiimesi y ye gore konveksdir;

(iv) Eger {(pr, Vidlken € 2y ciftler dizisi h.hh. x € Q igin pi(x) = p(x), Wi*(Q)
uzayinda k — oo i¢in y, — y zayif yakinsamasi vey € WO1 P09 (Q) ozelliklerinin saglarsa,

(p,y) € Zy olur.
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4.4.4.0nerme (Kogut ve Tkachenko (2016)). Kabul edilebilir kontrol kiimesi olan 0,4
(4.2.2) deki dibi verilsin. Bu taktirde @ # Zy € Zy, ve Zy \ Zy # 0 kapsama 6zellikleri

saglanir.

Bu béliimiin sonunda Z,, Zy ve Zy; arasindaki iliskinin genel olarak ¢ok karmasik bir
problem oldugunu belirtmekte fayda var. Ozellikle, Zy € Zy olup olmadig1 veya tam
tersi bilinmemektedir. (p,y) € Zy ise ve bu ¢ift (4.2.6) enerji esitligiyle iligkiliyse,
(p,y) € Zy oldugunu bile iddia edemeyiz. Ayrica, Z,, kiimesinin kompaktlik, kapalilik
vb. gibi standart topolojik 6zellikleri hakkinda da agik bir soru bulunmaktadir. Dahast,
[Zhikov, V. V. (2009), s. 107-112]'de gosterildigi gibi, Z,, kiimesi genel olarak digbiikey
degildir. Dolayisiyla, klasik monoton problemlerde tek olmamanin miimkiin oldugu
standart durumun aksine, bu durum genellikle karsilik gelen operatoriin kesin

digbiikeyliginin eksikliginden kaynaklanirken, ¢6ziim kiimesi digbiikey ve kapalidir.
(4.2.1) sinir deger problemi durumunda, karsilik gelen A: Wg P09 Q- (Wo1 PO (Q))*

operatorii kesinlikle monotondur. Dolayisiyla, tek ve dis biikeylik olmama tamamen farkli

niteliktedir.

4.5. Optimal Kontrol Probleminin Céziilebilirligi Uzerine

4.5.1.Tamim. Bir BV(Q) kiimesi L*(Q) daki
I lgvey=Il Pl 1)+ [ IDPI

=1l p ll,1(q)+ sup {fﬂ pdivpdx: @ € C(Q; RY), |o(x)| < 1,x€ Q} < oo

kosulunu saglayan fonksiyonlarin uzay1 olarak tanimlanir.

Simdi Dirichlet p(x)-Laplacian sinir deger problemi
— div(|Vy|P®-2vy) = —divf, x € Q, @5.1)
y =0, X € 09, o

ve p(x) degisken iis kontrol fonksiyonu i¢gin kabul edilebilir kiime (admissisble set)
p(X) € Paq = {p €BV(Q):h.h.h. x€ Qicin1 < a < p(x) < B < +} (4.5.2)

kisitlarina karsilik gelen Optimal Kontrol Problem (OCP)
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Minimize

1.y) = [, IyG) —yal“dx +v f, [VylP®dx + [, Ip(x) — pal*dx + [, IDpl}
(4.5.3)

optimal kontrol probleminin ¢6ziimiinii tartistyoruz.

Simdi (4.5.1)- (4.5.2)- (4.5.3) OCP problemine karsilik gelen kabul edilebilir ¢oziimlerin
kiimesi

Zu={({Py) € Paq X Wg'p(x) (Q)| y ve p, (4.2.7) esitligine aittir, € C3(Q)} (4.5.4)

tanimlayalim. Ayrica her (p,y)€ Zy i¢in J(p,y)<eo oldugu hemen goriiliir.

4.5.2. Yardimeaa Onerme (Kogut ve Tkachenko (2016)). Eger {pilxen € #Paq Ve

{ykeW(} P09 (Q)}k dizileri sirastyla BV(Q)) uzayimnda py (x) 5 p(x) ve Wy *(Q) uzayinda
eN

k — oo i¢in y — y olsun. Bu taktirde

liminf f |V [P dx > f |Vy|P®dx
Q Q

limiti vardir.
4.5.3. Teorem (Kogut ve Tkachenko (2016)). Eger pq € L*(Q), yq € L*(Q) ve f € L®(Q)N

olsun. Bu taktirde (4.5.1)-(4.5.2)-(4.5.3) (OCP) optimal kontrol probleminin Minty

anlaminda en azindan bir zay1f ¢oziimii vardir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez galismasinm biiyiik bir kismimi olusturan LP®(Q) degisken iislii Lebesgue ve

Wg'p(x) () Sobolev uzaylarinin agirlik fonksiyonu yardimiyla daha genel durumlari
tanimlanarak, temel Ozellikleri incelenebilir. Ayrica agirlikli, homojen ve dogrusal
olmayan p(x)-Laplacian (Dirichlect) denklemlerinin zayif c¢oziimleri varyasyonel
yontemler yardimiyla arastirabilir.Diger taraftan agirlikli (4.2.1)-(4.2.2)-(4.2.3) optimal
kontrol problemi ve kisitlar1 yeniden verilerek, problemin optimal ¢o6ziimleri

incelenebilir.
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